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Sumeiden joukkojen teoria sekd sumea logiikka ovat perinteisten joukkojen
ja todennékoisyysteorian yleistyksid. Ne kuvaavat kisitteitéd, joiden kuulumi-
nen tiettyyn joukkoon on epéselvii tai osittaista sekd ilmioitd, joiden ilme-
neminen on epamadaraistda. Tassd diplomityossa perehdytddn sumean logii-
kan keskeisiin rakenteisiin eli kommutatiivisiin, residuoituihin l-monoideihin
sekéd niiden kiyttoon sumean logiikan karakterisoinnissa. Perinteinen toden-
nékoisyysteoria laajennetaan uskottavuusteoriaksi ja perinteinen logiikka mo-
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sddtoteoriaan ja sen matemaattiseen semantiikkaan.
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damentals of fuzzy set theory.
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Fuzzy set theory and fuzzy logic are generalizations of classic sets and prob-
ability theory. Their function is to describe objects that are only partially in
a given set or it is difficult to say, whether that object in fact is in a given
set. Also, fuzzy logic characterizes phenomena or environments which are un-
certain. In this masters thesis we study commutative, residuated l-monoids
and how they help us to characterize fuzzy environments. We will extend
classical probability to plausibility theory and classical logic to monoidal,
non-classical logic. We will also take a look at fuzzy control theory and its
mathematical semantics.

One of the basic tools in fuzzy logic is category theory. Simplified, a category
can be viewed as a system that consists of sets (objects) and maps (arrows),
and it can be described as a diagram. Here we will only define some very ba-
sic concepts just to give the reader the needed tools for the presented theories.

This masters thesis is mainly based on the article On the fundamentals of
fuzzy set theory by Ulrich Hohle.
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Luku 1

Johdanto

Pirkanmaan kirjastojen PIKI-verkkokirjaston kiyttdjille sumeus on saat-
tanut huomaamatta osua kohdalle. Asiasanahaun "sumee logiikka'"tuloksena
kiyttdja saa ilmoituksen: "Antamallasi hakutekijilld sumee logiikka ei 16y-
tynyt yhtiddn teosta. Sumean haun ehdottamalla hakutekijalld sumea logiikka
16ytyivét teokset ..."

Vuonna 1965 L. A. Zadeh [12] esitti sumeiden joukkojen teorian vaihtoeh-
tona todennikdisyysteorialle. Sumeiden joukkojen teoria késittelee ilmidité,
joissa alkion kuuluminen tiettyyn joukkoon on epamaariista, epéaselvai, osit-
taista. Onko nainen kaunis? Onko hén nuori vai vanha? Kenties jotain silta
véliltd? Onko hén lihava, ei-lihava, ei-laiha vai laiha? Reaalimaailmassa esiin-
tyvien ei-hyvinmaéariteltyjen kasitteiden vuoksi on matematiikassa paadytty
sumeiden joukkojen teoriaan.

Zadehin alkuperdisen mééritelmén mukaan sumeaa joukkoa (fuzzy set) A C
X karakterisoidaan jasenyysfunktiolla f, (membership function, character-
istic function), joka liittdd alkion x € X reaalilukuun yksikkovélilla [0, 1].
Jasenyysaste, funktion f,(z) arvo pisteessi x, kertoo alkion x kuulumisen
asteen sumeaan joukkoon A. Perinteisessid mielesséd jasenyysaste voi saada
vain arvot 1 tai O riippuen siitd, kuuluuko alkio tiettyyn joukkoon vai ei.
Sumeuden alueella liikuttaessa nainen voi kuulua joukkoon kauniit naiset
jasenyysasteella 0,6 tai 0,999. Kauneus voidaan méaritelld kompleksisem-
min kuin vain jaolla kaunis — ei-kaunis.

Sumean joukon teoriaa on vuosien aikana muunneltu ja paranneltu. Zadehin
alkuperdinen maaritelma jattaa avoimia kysymyksid. Mita karakterisoidaan
ja milla perusteella? Ovatko sumeat osajoukot ja lattiisiarvoiset kuvaukset
sama asia? Onko olemassa matemaattinen perustelu sille, etta lattiisiarvoiset
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kuvaukset nimetédén yleisiksi karakteristisiksi funktioiksi? [3|

Tamaé diplomity6 perustuu ensisijaisesti Ulrich Hohlen artikkeleihin Commu-
tative, residuated l-monoids |4], Presheaves over GL-monoids [5] sekd On
the Fundamentals of Fuzzy set Theory [3|. Hohle laajentaa perinteisen to-
dennékoisyysteorian uskottavuusteoriaksi: Kolmogorovin aksioomat vaidaan
yleistdd sumeille joukoille sopiviksi. Lisidksi Boolen logiikan aksioomaskeemat
yleistetddn monoidisen logiikan aksioomiksi ja ndin perinteinen logiikka yleis-
tyy sumeaksi logiikaksi.

Tyo0ssd on seuraavat perusldhtokohdat:

o Kommutatiiviset, residuoidut l-monoidit
e Uskottavuusteoria

e Epiklassinen malliteoria

Sumean logiikan olennaisiin rakentaisiin eli lattiiseihin perehdytdin luvus-
sa 2. Erityisesti tarkastelun kohteena ovat kommutatiiviset, residuoidut I-
monoidit eli residuoidut lattiisit. Uskottavuusteoriaa ja epéklassista malli-
teoriaa kasitellddn omissa luvuissaan. Molemmissa lattiisiarvoiset kuvauk-
set ovat olennaisessa osassa. Epéklassisessa malliteoriassa tehdiin katsaus
lause- ja predikaattilogiikkaan. Merkinn6issa on lapi diplomityon noudatet-
tu Hohlen kiyttdméaa notaatiota. Luvut 3, 4 ja 5 noudattavat hyvin pitkalle
Hohlen artikkelia [3]. Todistuksia on tdydennetty ja lisatty sekd mééritelmia
tasmennetty. Hohlen artikkeleita [4] ja [5] on soveltuvilta osin kiytet-
ty kokoamaan kisitteistod ja perustyokaluja luvussa 2. Tyossd keskitytdan
sumeiden joukkojen logiikan teoreettisiin perusominaisuuksiin, erityisesti ma-
temaattiseen semantiikkaan.

Diplomity6n tarkoituksena on esittad tédsmaéllisesti edelld esitettyihin raken-
teisiin liityviat matemaattiset taustat. Tuloksia sovelletaan sumeiden joukko-
jen avoimiin ongelmiin, kuten sumeaan sidétoteoriaan, jota kisitellidn omassa
luvussaan. Diplomity6 on ldhtokohtaisesti kirjoitettu niin, ettd myds sumeaa
logiikkaa tuntematon lukija voi sen ymmaéartda. Tastd syystd omana liit-
teenddn on itsendinen, joskin melko tiivis esitys kategoriateoriasta. Hohlen
esityksessa kategoriateoria on luonteva tyokalu sumeiden joukkojen karakte-
risoinnissa, joten sen perusteet on syyti selvittda tdméan diplomityon yhtey-
dessi. Kategoriateorian osalta pidasiallisena l&hteind ovat [7] sekid [6].
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Perusmaaritelmia

Lattiisi (lattice) on yksi sumen logiikan térkeimmista algebraalisista raken-
teista. Ilman perusymmarrysté lattiiseihin liittyvistd rakenteista, niiden omi-
naisuuksista tai niissi mééritetyista operaatioista on mahdoton mallintaa
sumeita ilmiditéd ja etsid niille matemaattista relevanssia. Téssd luvussa teh-
daan katsaus perusmédritelmiin sekd perusrakenteisiin ja niiden ominaisuuk-
siin. Pyrkimyksené on rakentaa késitteisto ja esittda niihin liittyvat tdrkeim-
mét tulokset, joiden merkitys tulee ilmi my6hemmissd luvuissa. Niissé eri-
tyiseti residuoidutlattiisit seké lattiisiarvoiset kuvaukset méarittelevit osal-
taan sumeita joukkoja sekd niiden ominaisuuksia. Luvun 2.1 lihteind ovat
[11] sekd [9]. Lukujen 2.2, 2.4 ja 2.5 l&hteend on [4] ellei toisin ole mainittu
ja luvun 2.3 ldhteend [5].

2.1 Lattiisit ja ekvivalenssirelaatiot

Moniarvologiikassa jirjestys, ekvivalenssirelaatiot seka lattiisit ovat térkedssa
roolissa. Sumeassa logiikassa totuusarvo voi vaihdella taysin todesta tdysin
epatoteen, jolloin ne voidaan jollakin lailla jarjestdd. Esimerkiksi jarjestys
epatosi < ehké epitosi < tuntematon < ehkid tosi < tosi tuntuu luonnol-
liselta [11].

Olkoon A ei-tyhja joukko. Binddrinen relaatio R, joka on maéaritelty joukossa

A, on tulojoukon A x A osajoukko. Jos pari (z,y) on joukon R alkio, merki-
tdan sitd xRy. Jos kaikille z,y, z € A pitee

° rRx, relaation R sanotaan olevan refleksiivinen,
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e jos rRy ja yRz, niin xRz, relaation R sanotaan olevan transitiivinen,
e jos TRy ja yRz, niin x =y, relaation R sanotaan olevan antisymmet-
rinen,

e jos zRy, niin yRx, relaation R sanotaan olevan symmetrinen.

Jos binddrinen relaatio R on sekd refleksiivinen, ettd transitiivinen, niin
bindérinen relaatio R on joukon A kwvasi-jdrjestys. Jos R on lisdksi antisym-
metrinen, niin joukon A kvasi-jarjestys R on (osittainen) jdarjestys joukossa
A. Jos R on symmetrinen, niin joukon A kvasi-jarjestys R on ekvivalenssire-
laatio A:ssa.

Ekvivalenssirelaatiota merkitddn yleensa symbolilla ~ ja ei-symmetrista kvasi-
jarjestystd symbolilla <. Esimerkiksi reaalilukujen joukossa méaéritelty luon-
nollinen jirjestysrelaatio < on selvésti antisymmetrinen kvasi-jérjestys joukos-
sa R. Joukkoa A, jossa on médritelty jarjestysrelaatio <, sanotaan osittain
jarjestetyksi joukoksi (partially ordered set eli poset). Jos osittain jérjeste-
tyssé joukossa A aina joko z < y tai y < x kaikilla z,y € A , niin A on ketju
ja relaatio < on tdydellinen jdarjestys.

Osittain jérjestetyn joukon alkio a € A on maksimaalinen, jos ei ole ole-
massa sellaista joukon A alkiota b, ettd a # b ja a < b. Vastaavasti alkio
a € Aon minimaalinen, jos ei ole sellaista alkiota b € A, ettd b < a jaa < b.
Osittain jarjestetyssé joukossa voi olla useita maksimaalisia tai minimaalisia
alkioita.

Olkoon A osittain jarjestetty joukko ja X C A. Joukon X yldraja on sel-
lainen alkio a € A, ettd kaikille alkioille z € X péitee x < a. Joukon X
pienin yldiraja eli supremum on alkio a € A, joka toteuttaa ehdot:

° a>z Vo e X,

° jos b on joukon X ylaraja, niina < b.

Joukon X C A pienintd yldrajaa merkitdin \/{z|x € X} ja erikoisesti
joukolle {z,y} kiytetddn merkintdd sup{z,y} =z V y.

Vastaavasti joukon X C A alaraja on sellainen alkio a € A, ettéd kaikille
x € X pitee a < x. Joukon X suurin alaraja eli infimum on alkio a € A,
joka toteuttaa ehdot:

° a<zx Vo e X,

° jos b on joukon X alaraja, niina > b.
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Joukon X C A suurinta alarajaa merkitdan A{z|zr € X} ja erikoisesti
joukolle {x,y} kiytetdén merkitdén inf{z,y} = x A y.

Lemma 2.1 (Zornin Lemma) Jos osittain jarjestetyn joukon A jokaisella
ketjulla on yliraja A:ssa, niin A sisdltdd maksimaalisen alkion, toisin sanoen,
jokaista a € A kohti on olemassa maksimaalinen alkio b siten, ettd a < b.

Todistus. Sivuutetaan.

Jos osittain jirjestetyssd joukossa A on alkio a siten, ettd a < x kaikille
x € A, niin a on A:n pienin alkio tai nolla ja sitd merkitdin symbolilla O.
Vastaavasti joukon A suurin alkio tai yksikkd, on alkio b € A siten, etté
x < b kaikille z € A. Suurinta alkiota merkitdan symbolilla 1. Jokainen osit-
tain jarjestetty joukko A sisaltdé enintdan yhden nollan ja enintdén yhden
yksikon.

Maaritelma 2.2 Lattiisi eli hila on sellainen osittain jdarjestetty joukko L,
ettd x \y ja xVy ovat olemassa joukosssa L kaikille alkioille v,y € L. Lattiist
L on taydellinen, jos \/{z|z € X} ja N{z|zr € X} ovat olemassa joukossa L
kaikille osajoukoille X C L.

Jokainen tdydellinen lattiisi L sisdltdd pienimméan alkion 0 ja suurimman
alkion 1, kun valitaan X = L. Lattiisia L merkitdan (L, <) tai (L, <, A, V),
jos halutaan painottaa lattiisioperaatioita A, V.

Lattiisissa (L, V, A) voidaan bindéristen operaatioiden V ja A avulla mééritel-
14 jarjestysrelaatio <:

° r <y josjavain jos xVy =1y,

e 1<y josjavainjos r Ay ==z.
Télloin (L, <) on lattiisi, missd sup{z,y} = = Vy ja inf{z,y} =z Ay.
Maaritelma 2.3 Lattiisi (L, <,A,V) on distributiivinen, jos seuraavat eh-
dot ovat vormassa kaikille x,y, z € L:

o zA(yVz)=(xAy V(zAz),

e zV(yAz)=(zVy AzVz2).
Maaritelma 2.4 Lattisissa L on komplementti, jos siind on madritelty pie-

nin alkio 0, sekd komplementtioperaatio ' siten, ettd seuraavat identiteetit
ovat voimassa:

) x =z,
/ /

e (zVy) =2'NY,
e NI =0.
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Maaritelma 2.5 Boolen algebra on distributiivinen lattiisi, jossa on mddri-
telty komplementti. Alkio x’ on alkion x lattiisikomplementti.

Boolen algebraa merkitddan (L, <, A, V, ).

2.2 Kommutatiiviset, residuoidut l-monoidit

Kommutatiiviset, residuoidut [-monoidit eli residuoidut lattiisit sekd MV-
algebrat ovat rakenteita, jotka ovat ldhtoisin tarpeesta laajentaa totuusar-
vojoukko kahdesta alkiosta- nollasta ja ykkosesté- useampaan [9]. Sumeiden
joukkojen teoria perustuu pitkélti monoidisiin rakenteisiin. Residuoituja lat-
tiiseja voidaan pitdd sumeiden relaatioiden teorian sekd moniarvologiikan pe-
rustana. Residuoitu lattiisi pystyy yksinkertaista lattiisia paremmin mallinta-
maan sumeita ilmioita. Tassa keskitytddn residuoitujen, kommutatiivisten 1-
monoidien ominaisuuksiin, jotka ovat oleellisia sumean logiikan matemaat-
tisen perustan kannalta. Seuraavaksi esitettyjen tulosten liahteend on [4] ja

[5].

Miaritelmi 2.6 (L, <, x) on residuoitu, kommutatiivinen l-monoidi eli resi-
duoitu lattiisi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

o (L,<) on lattiisi, jolla on suurin ja pienin alkio. Lisiksi pienin alkio
0= A0 on nolla-alkio ja suurin alkio 1 =\/0 on identiteettialkio;

o (L,*) on kommutatiivinen monoidi ';
e Operaatio % on isotoninen (ts. jos a < b niin axc <bxc);

e Lattiisissa L on olemassa binddrinen operaatio — siten, ettd kaikille
a, 3,7 € L pitee

(1) axfB<yea<lf—y.

Residuumi — voidaan siis yksikésitteisesti mééritelld aksiooman (1) avulla.

LOlkoon M ei-tyhji joukko, jossa on mééritelty binfifirinen relaatio -. Pari (M,-) on
monoidi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa

1. Assosiatiivisuus: (a-b)-c=a-(b-c¢) Va,b,c € M,
2. Identiteettialkion olemassaolo: Va € M, 31 € M siten, etti a-1=1-a = a.
[14]
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Kahden kommutatiivisen, residuoidun l-monoidin vilinen homomorfismi on
rakenteen siilyttava kuvaus. Toisin sanoen h : (L1, <,%;) +— (Lg, <,%3) on
homomorfismi jos ja vain jos h on lattiisthomomorfismi sekd monoidihomo-
morfismi, jolle pitee

h(a =1 B) = h(a) —2 h(f).

Seuraavassa annetaan joitakin residuoituihin, kommutatiivisiin I-monoideihin
liittyvid tuloksia, joita tarvitaan jatkossa luvussa 4, kun tutustutaan epé-
klassiseen malliteoriaan.

Lause 2.7 Olkoon (L,<,%) residuoitu, kommutatiivinen l-monoidi. Silloin
seuraavat ominaisuudet patevdt.

2) ax(@—=p)<p, B<a—(axp).

(3) (L, <,*) on osittain jdarjestetly monoidi.

4) a—=(B—=7)=(axp) =

(5) ax(BV7y)=(axf)V(axy).

6) a—(FA7) = (a— B)Ala— 7).

(aVp) =v=(a—=7)A(B—7).

(7) ax(a—p0)=p & Iyel siten, ettd ax*xy=pf.
8) a—(axf)=p< Iyel siten, ettd a—y=0.

Todistus. Koska o < v, niin aksiooman (1) perusteella
Oxa<ax( & f<a— (axp)
ja

a—f<a—p

i

ax(a—p) <P,

joten (2) on voimassa. Jos a < (3, niin ominaisuuden (2) ja relaation <
transitiivisyyden perusteella a@ < (7 — (8 * 7)). Kun sovelletaan aksioomaa
(1), saadaan « * v < (%, joten (L,<, %) on osittain jirjestetty monoidi.
Ominaisuuden (2) ja aksiooman (1) perusteella kaikille «, 5,y € L pétee

axfx((axf) =)<~y
& ((axf)—=)xa<f—y
& (axf)—=y<a—(8—7)
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ja

ax(@—=(F—7)<f—7
= a*ﬁ*(a—>(ﬁ—>7))§7
&S a—= (=) < (axf) =7,

joten (4) on todistettu. Jos valitaan § = (a * ) V (a * ), aksiooman (1)
perusteella (5V y) < o — §. Niinpé epéayhtdlo a * (5V ) < 0 seuraa jélleen
aksioomasta (1). Ominaisuuden (3) perusteella myos epayhtilé 6 < ax(BV7y)
pétee. (5) on siis todistettu.

Jos B < 7, niin @ — (A7) = a — (. Lisdksi ominaisuuden (2) seki
aksiooman (1) perusteella

ax(a— f) <y
& (a—=pf)<a—17.

Niinpd @ — (A7) = a — (. Kun vaihdetaan alkioiden 3 ja v roolia,
vhteensé saadaan yhtilo a — (BA7y) = (@ — ) A (a — 7). Jos 5 < «, niin
(aV B) — v =a — 7 ja operaation * isotonisuuden perusteella

Bx(a—7) <ax(a—7v) <7

Edelleen aksiooman (1) perusteella

Bx(a—y) <y
& a—y< -7,

joten (o« — ) A (6 — ) = a — 7. Kun vaihdetaan alkioiden « ja 3 roolia,
yhteensa saadaan

(V) =y=(@=7) A=)
(6) on siis todistettu. (7) ja (8) seuraavat suoraan ominaisuudesta (2). OJ

Maéritelmi 2.8 Residuoitu, kommutatiivinen I-monoidi (L, <,*) on inte-
graalinen jos lattiisin suurin alkio 1 toimii myds identiteettialkiona binddrisen
operaation * suhteen.

Seuraavassa on esitetty oleellisia tuloksia residuoiduille, integraalisille, l-monoi-
deille.
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Lemma 2.9 Olkoon M = (L, <,x) kommutatiivinen, residuoitu l-monoidi
ja olkoon T monoidin M identiteettialkio ja 1 lattiisin (L, <) suurin alkio.
Olkoon lisdksi v joukon L mielivaltainen alkio.

Seuraavat ehdot ovat ekvivalenttisia:

9) =T,
(10) :<a—f & a < g,
(11) a=1—« kaikille a€ L.

Seuraavat ehdot ovat ekvivalenttisia:

(12) (L, <,*)on integraalinen,
(13) 1=a—0 & a < g,
(14) a=1—« kaikille a€ L.

Lisdkst,
(15) jos on olemassa vy € L siten, ettd 1~y = T,niin 1 =T.

Todistus. Selvasti (9) implikoi ehdon (10). Ominaisuuden (4) perusteella
ehdosta (10) saadaan

1 < a—f
= (1xa)—0

= 1= (a—=0),

joten (10) implikoi ehdon (11). Jos (11) pétee, ominaisuudesta (8) seuraa

v f=1— (1% f) = 4,

joten 2 on l-monoidin M identiteettialkio. Niinpd (14) implikoi ehdon (9).
Ehdot (12)-(14) seuraavat suoraan ehdosita (9)-(11). Ominaisuuden (3) pe-
rusteella

1=1+T<1%1<1
pétee. Toisaalta ehdon (15) oletuksen nojalla

11— T)=T.
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Kerrotaan puolittain termilld 1, jolloin saadaan
1=Tx1=1%x1x(1—-T)=1x(1—->T)=T.

Ehto (15) on todistettu. O

Jokaiselle integraaliselle, residuoidulle, kommutatiiviselle I-monoidille patee
(16) axB<aAf.

Lause 2.10 Kazikille integraalisille, residuoiduille, kommutatiivisille [-monoi-
deille seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalenttisia.

(17) (a—=pB)V(f—a)=1. (algebraalinen, vahva De Morganin laki)
(18) a—=(BVvy)=(a—=pB)V(a—7)
(19) (anp) =y =(a=7)V(E—=7)

Todistus. Todistus on varsin tyolds ja se sivuutetaan.

Lemma 2.11 Olkoon (L,<,x) integraalinen, residuoitu, kommutatiivinen
l-monoidi, joka toteuttaa vahvan de Morganin lain. Seuraavat ehdot ovat
vV0IMassa:

(20) ax (< (axa)V(Bxp), (axa)AN(Bx0) <axp,
(21) ax (BA7y) = (axB) Alaxy),
(22) aA(BVy)=(anp)V(any).

Todistus.
axf <axfx((a—pF)V(6—a)) (17)
=(axf*(8—a))V(axB*(a—pF)) (5)
< (axa)V(Bx0). (2)
(axa)N(Bx03) <(axa)V(Gx[0)
< ((axa)V(BxP))*((a—pB)V(B—a) (17)
=(axax(a—0))V(BxB*(8— a)) (5)
< (axpB)V(axp) (2)
< axf.

Jos 8 < 7, niin operaation * isotonisuuden perusteella

(x B) A (axv) = (ax f) = ax (BA7).
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Vastaavasti tulos saadaan tapaukselle v < j3.

Jos # < 7, niin

aN(BVy)=aAf=(aAB)V(aA7)
ja ehto (22) selvisti pétee.

Ehdot (20)-(22) on siis todistettu. [J

Maaritelma 2.12 Integraalinen residuoitu, kommutatitvinen [-monoidi
(L, <, %) on osittuva, jos jokaiselle parille (o, ) € LX L, § < « on olemassa
sellainen v € L, ettd § = a * 7.

Ominaisuuden (15) perusteella osittaminen on jiarkevdd vain nimenomaan
integraalisille I-monoideille. Seuraavassa on esitetty osittuvien, integraalisten
l-monoidien ominaisuuksia.

Lemma 2.13 Olkoon (L, <, %) integraalinen, osittuva, residuoitu, kommu-
tatiivinen l-monoidi. Seuraavat ehdot ovat voimassa:

(23) (@A) =ax(a—p),
(24) o1 <as= arxB=ar k(s — (e * ),
(25)  a—(BAY)=(a—B)*((@AB) = 7).

Todistus. Jos (L, <,%) on osittuva, niin on olemassa sellainen v € L, etti
B=vy*a, <a Nyt

aNf = B
— ax(a—p) 7
joten ehto (23) pitee.

Jos a; < ap, niin

arp* (ag — (e x3)) = ag* (g — ag) * (g — (g x 3)) (7)

= (g — ay)*xay*f3 (7)

= a1 x [, (7)

ja ehto (24) on voimassa. Jos (24) pétee, niin

(@a—=F)x((aAf)—=7) = (a=P)*(((a—=f)xa) —=7) (24)
= (a—=pf)*((a—=B) = (a—7)) (4)

= (a=P)A(a—1) (24)

= a—(BAy) (6)

Niinpé ehto (25) on voimassa. [
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Lause 2.14 Olkoon (L,<,x) integraalinen, osittuva, residuoitu, kommuta-

tiwvinen [-monoidi. Seuraavat ominaisuudet pdtevit:

(26) Jos « on idempotentti operaation * suhteen, niin o A f = a (3

kaikille g € L;
(27) ax(BA7) = (a*B) A (axq)
(28) axB<(axa)V(8x0);
(20) aA(BVA)=(aAB)V(aAm),

Todistus. Jos o on idempotentti, niin

axf < aAp
= axo—p)
= axax(ax()

ax 3,
joten (26) péitee. Koska (L, <, ) on osittuva

IN

(axB)Alaxy) = axfx((@xf)— (ax)
= axB(B— (a— (ax)
= ax(BA(a— (@x7))

ax* (B A7)

Ehto (27) on siis todistettu. Tarkastellaan nyt mielivaltaista paria («, ) €
L x L. Koska (L, <,x*) on osittuva, on olemassa alkiot v1,7vs € L siten, ettd
a=(aVp)*y jaf = (aVF)*7. Ominaisuuden (5) perusteella yhtilo

aV = (aVpF)* (V) pitee. Nyt

axf = yxyx(aVp)x(aVvpi)
Y1 kY2 * (11 V) x (aV B)* (aVF)
< ((m*xm) V(r2*x) x(aVE)«(aV )

= (axf)Vv(axp),

joten (28) on todistettu. Ominaisuuden (29) todistus etenee seuraavasti:

aAN(BVy) = BV *((BVy)—a)

=

(
= (anp)V(any).

Bx(B—a)V(y*(y—a))

(23)
(7)
(7)

(23)

U
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Miaéritelma 2.15 Olkoon M = (L,<,x) integraalinen, kommutatiivinen,
residuoitu [-monoidi. M on Heyting algebra jos x = A.

Korollaari 2.16 Olkoon M = (L,<,x) integraalinen, residuoitu, kommu-
tatiivinen l-monoidi. Jos M on osittuva ja toteuttaa vahvan de Morganin
lain, niin sen kaikkien operaation x suhteen idempotenttien elementtien o-
sajoukko Hyr muodostaa Heyting algebran. Lisdksi joukossa Hyy madritelty
restduumi vastaa monoidissa M mddariteltyd residuumia —.

Todistus. Muistetaan, ettd symbolilla — merkitdin operaatioon * liittyvia
residuumia (a* f < v < a < [ — 7). Olkoon e; ja ey idempotentteja
alkioita, jolloin epayhtilo

erx(eg —ey) =€ A(eg —e3) < ey, (2)
on voimassa. Nyt

er N\ (eg — e) < e
&S 1= (61 A\ (61 — 62)) — €9, (13)
1=(e; —e)V((eg — e2) — e3). (19)

Edellisen perusteella yhtalo
(e1 = €2) x1 = ((e1 — e2) * (€1 — €2)) V ((e1 — €2) * ((e1 — €2) — €2))

patee. Koska e; on idempotentti, niin

(e1 — e2) x ((e7 — €2) — e3) = ea A (e — e2) (23)
= egx (61 — €3) (26)

= (e1 = ex) A (eg — e)

= (e1 — ey) x (e — eg).
Niinpé (e; — e3) = (e1 — e3) * (€1 — e3). Toisin sanoen (e; — e2) on idem-
potentti ja A = *. [J
Maaritelma 2.17 Integraalinen, kommutatiivinen, residuoitu [-monoidi M =

(L, <,*) on Girard-monoidi, jos kaikille o € L pitee

(30) (¢ = 0)— 0=«
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Lause 2.18 Olkoon (L, <, x) integraalinen, kommutatiivinen Girard-monoidi.
Seuraavat ominaisuudet pdtevit:

(31) a—f=(ax(6—0)—0,
(32) (@A) = 0=(a—0)V(6—0)

Todistus. Heti n&hd&én, ettd (31) on suora seuraus ominaisuuksista (4) ja
(30). Liséksi

((a—=0)V(8—0)—0 = ((a—>0)—0)A((5—0))—0) (6)
= aApf, (30)

joten (32) seuraa ominaisuudesta (30). OJ

Lemma 2.19 Olkoon (L, <, *) integraalinen, kommutatiivinen Girard-monoi-
di. Seuraavat ehdot ovat ekvivalenttisia:

(33) (L,<,*) toteuttaa vahvan de Morganin lain,
(34) ax(BAy)=(axF)A(ax).

Todistus. Olkoon (L, <, %) integraalinen, kommutatiivinen Girard-monoidi,
joka toteuttaa vahvan de Morganin lain. Ehdosta 21 ndhdaan vilittomaésti,
ettd (33) implikoi ehdon (34). Implikaatio toiseen suuntaan saadaan seu-
raavasti:

ax((B—0)A(y—0))—0) (30),(31

(ax* (8 —0))A(ax(y—0))—0

(a (5—>0)) 0) V ((ax(y —0)) —0)
— B)V (=)

a— (BVy) =

(
(
(
(@
Toisin sanoen ehto (34) toteuttaa vahvan de Morganin lain. [J

Maaritelma 2.20 Integraaliselle, residuoidulle, kommutatiiviselle [-monoi-
dille (L, <, *) on madritelty nelijuuri, jos on olemassa operaatio S : L — L,
joka toteuttaa ehdot

(35) S(a) * S(a) =
(36) frf<a &  B<S).
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1/2

Arvosta S(«) kiytettaan myos merkintda o'/, Neligjuurien perusominaisuuk-

sia on esitetty teoksessa [4].

MV-(many valued) algebran kisitteen esitti C. C. Chang vuonna 1958. MV-
algebran kehittdmisen taustalla oli pyrkimys todistaa F.ukasiewiczin logiikan
taydellisyys. MV-algebra laajentaa Boolen algebran idean yleiseen tapauk-
seen, jossa totuusarvo voi olla muutakin kuin tosi tai epitosi. MV-algebra on
epaklassisen logiikan algebraalinen struktuuri [9] ja sen voi mééritelld useilla
eri tavoilla. Téssd MV-algebroja keskitytdaidn tarkastelemaan integraalisten,
residuoitujen I-monoidien kannalta Hohlen esittdman maéritelman mukaises-
ti.

Maaritelma 2.21 Integraalinen, residuoitu, kommutatiivinen l-monoidi on
MV-algebra, jos se toteuttaa seuraavan ehdon:

(37) (a—=p)—pf=aVp

Lemma 2.22 Olkoon (L, <, x) integraalinen, residuoitu, kommutatiivinen [-
monoidi. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalentteja.

(38) (L, <,%) on MV-algebra.
(39) (L, <,%) on osittuva Girard-monoidi.
Todistus. Ehto (37) implikoi vélittomasti, ettd (« — 0) — 0 = « pétee

kaikilla v € L. Niinpé (L, <, %) on Girard-monoidi. Jos ehto (37) on voimassa
ja a < 3, niin

a—0 = (aNp)—0
= (a—=0)V(—0) (19)
= ((@—=0)—=(8—-0)—(B—0) (37)
= (Bx(a—0))—0 (4)
= (B—a)—=(6—0) (31)
= (B*(8—a))—0. (4)
Tosin sanoen o = fx* (f — a) = a A [ ja (L, <,*) on osittuva
Todistetaan seuraavaksi implikaatio toiseen suuntaan.
(aVvp)—0 = (a—=0)A(5—0) (4)
= (8—=0)=((8—0) = (¢ —0)) (23)

= (B—=0)x(a—0). (4), (31)
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Jos (L, <, %) on Girard-monoidi, niin (o — 0) — 0 pétee, jolloin

aVpi = (6—=0)*(a—p)) —0
((a = p) = (8 —0)—0) (4)
= (a—=f)— 0 (30)

(L, <,x*) on siis MV-algebra.

Lause 2.23 Jokainen MV-algebra tayttdia seuraavan relaation:

(10)  a—(axf)=(a— 0V
Todistus.

(a—=0)Vv3 = (8- (a—0)—(e—0) (37)

= ((@xf3)—0)) = («—0) (4)

= a— (axp). (4), (30)

O
Huomautus 2.24

e Integraalinen, kommutatiivinen, residuoitu l-monoidi (L, <, %) on Boolen
algebra jos ja vain jos (L, <,x) on MV-algebra seki Heyting algebra.

13l

e Jokainen MV-algebra tiyttdd vahvan de Morganin lain.

Kommutatiivinen, residuoitu l-monoidi (L, <,*) on taydellinen eli niin sa-
nottu cl-monoidi, mikéli lattiisi (L, <) on taydellinen. Integraalista, osit-
tuvaa, kommutatiivista cl-monoidia kutsutaan GL-monoidiksi. Lyhenne GL
tulee sanoista generalized logics. GL-monoidi M on tdydellinen Boolen al-
gebra jos ja vain jos M on sekid tdydellinen Heyting algebra ettad taydelli-
nen MV-algebra |5]. Integraalista, kommutatiivista, residuoitua, tdydellista
Girard-monoidia kutsutaan myos Girard quantaaliksi.

Lattiisin (L, <) sanotaan olevan on o -tdydellinen, mikili kaikille lattiisin
L numeroituville osajoukoille on olemassa supremum ja infimum [4].
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2.3 M-arvoiset joukot ja monoidien kimput

Jokainen epéklassisen, formaalisen teorian realisaatio perustuu sopivaan lat-
tiisiin (L, <), johon liittyy tietyt loogiset aksioomat. Talloin predikaattisym-
bolit voidaan tulkita L-arvoisina kuvauksina. Zadehin [12]| tavoin Hohle
tulkitsee yksikkovilin [0, 1]-arvoiset kuvaukset yleistettyini, karakteristisina
funktioina, jotka kuvaavat niin sanottuja sumeita joukkoja. Tarkasteltaessa
integraalisia, kommutatiivisia cl-monoideja (L, <, *) myos L-arvoiset kuvauk-
set voidaan tulkita yleistettyind karakteristisina funktioina ns. L-sumeina
joukoina.

2.3.1 Me-arvoiset joukot

Maaritelma 2.25 Olkoon M = (L, <, %) integraalinen, residuoitu, kommu-
tatiivinen l-monoidi ja X ei-tyhji joukko. Pari (X, E) on niin sanottu M-
arvoinen joukko, missd kuvaus F : X X X +— L on niin sanottu M-arvoinen
yhtasuuruus joukossa X, jos E toteuttaa seuraavat ehdot:

(41) E(x,y) < E(z,z) N E(y,vy), (strictness)
(42) E(z,y) = E(y, x), (symmetrisyys)
(43) E(x,y) * (E(y,y) — E(y, 2)) < E(z, 2). (transitiivisyys)

Arvo E(z,y) tulkitaan x:n ja y:m samaistumisen (overlap) asteeksi ja E(x,x)
x:n olemassaolon ulottuvuudeksi.

Esimerkki 2.26 Olkoon M = (L, <,*) GL-monoidi

(a) (L, A\) on M-arvoinen joukko.

(b) Olkoon R;, kaikkien sellaisten parien (o, \) € L x L joukko, etta A < a.
Nyt kuvaus EFy, : Ry X Ry — L, jonka maérittelee relaatio

Ep((a1, A1), (a2, A2)) = ((a1 % (A = A2) A (a2 * (A2 — A1),
on M-arvoinen yhtiasuuruus joukossa Rj.

(c) Koska minkd tahansa GL-monoidin M = (L, <,x) lattiisi (L, <) on
taydellinen Heyting algebra, voidaan mééritelld myo0s niin sanotut L-
arvoiset joukot. Pari (X, E) on L-arvoinen joukko jos ja vain jos X on
joukko ja kuvaus E : X x X +— L toteuttaa ehdot

(42) E(z,y) = E(y, ),
(43%) E(z,y) N E(y,2) < E(z, 2).
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Ehdot (42) ja (43*) implikoivat vilittémésti ehdon (41). Liséksi

E(x,y) * (E(y,y) — E(y, 2)) E(z,y) * (E(z,y) — E(y,2))
E(x,y) N E(y, 2) (23)

IAINA

pitee. Niinpéd jokainen L-arvoinen yhtidsuuruus on my6s M-arvoinen
yhtasuuruus.

M-arvoisten joukkojen kategoria M*-SET koostuu
e objekteista, jotka ovat M-arvoisia joukkoja,

e morfismeista, jotka ovat rakenteensa siilyttdvid kuvauksia, toisin sa-
noen ¢ : (X, F) — (Y, F) on morfismi jos ja vain jos ¢ : X +— Y on
kuvaus, joka toteuttaa aksioomat

(44) F(o(z),0(z)) < E(x,x) (strictness)

(45) E(xq1,22) < F(¢(21), 0(22)) (yhtdsuuruuden siilyminen)
e kuvausten kompositiosta,
e parin (X, E) identiteetistd, joka on joukon X identiteettifunktio 1x.

M*-SET on tédydellinen ja on rakenteeltaan monoidi.

Maaritelma 2.27 M-arvoinen joukko (X, E) on erillinen, jos E tayttid
ehdon

(46) E(xz,x)V E(y,y) < E(z,y) = z=y. (erillisyys)

Kategorian M*-SET téytta alikategoriaa, joka koostuu kaikista erillisistd M-
arvoisista joukoista merkitdin M-SET. M-SET on taydellinen.

2.3.2 GL-monoidien kimput

Tarkastellaan aluksi tavallista, tdydellisen Heytin algebran L kimppua (pre-
sheaf over L) .

Maaritelmd 2.28 Olkoon M = (L, <) GL-monoidi, missd lattiisi (L, <) on
taydellinen Heyting algebra. (X, E, p) on niin sanottu lattiisin L kimppu jos
X on joukko sekd E : X — L ja p : X X L — X owvat kuvauksia, jotka
toteuttavat seuraavat aksioomat:
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47)  p(z,E(z)) == kaikille € X,

(48)  plp(z, @), B) = p(z, (a A B)),

(49)  E(p(z,a)) = E(z) A c.
Monoidin kimppumorfismi ¢ : (X,E, p) — (Y,F,0) on kuvaus ¢ : X — Y,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(50) E=TFog,

(51)  o(p(z, ) = o(d(z), ).

Lattiisin L kimppu sekd kimppumorfismit muodostavat kategorian psh(L).
Miaaritelma 2.29 Olkoon M = (L, <,x) mielivaltainen GL-monoids.
(X, E,E, p) on GL-monoidin M kimppu, jos (X, E) on M-arvoinen joukko
ja (X, E, p) on lattiisin L kimppu siten, ettd

(52)  E(z) = E(z, ),

(53)  E(z,y) = ((E(z,z) = a) AN(E(y,y) — B)) < E(p(z, @), ply, B)).

Maéritelméa 2.30 GL-monoidin M kimppu (X, E,E, p) on erillinen, jos
M -arvoinen joukko (X, E) on erillinen.

GL-monoidien M kimppujen kategoria PSH(M ) koostuu
e objekteista, jotka ovat GL-monoidin M kimppuja,

e morfismeista, jotka ovat rakenteen siilyttavida kuvauksia, toisin sanoen
¢:(X,EE, p)— (Y, F,F,o) on kimppumorfismi jos ja vain jos kuvaus
¢: (X,E)— (Y, F) on M*-SET morfismi ja

o(p(z, N) = o(p(x), N) kaikilla ~ze€ X,\ € L.

Kategorian PSH(M) taytta alikategoriaa, joka koostuu kaikista erillisisté
monoidien M kimpuista merkitadn SPSH(M ). Kategoria SPSH(M) on téy-
dellinen.

Olkoon (X, E) M-arvoinen joukko, = € X ja a,\A € L. Olkoon lisiksi
X kaikkien sellaisten parien (x,a) joukko, ettd a < E(z,z). Mairitellaéin
joukossa X kuvaukset E: X +— L ja p: X x L — X joille pitee

E((z1, 1), (12,0)) = E(x1,m2) * ((E(z1,21) — 1) A (E(72,72) — ag)),

E(z,a) = E(z,z)Aa,
p(z, @), ) = (2, (AAa)).
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Lemma 2.31 (X,E,Ep) on GL-monoidin M kimppu.

Todistus. Osoitetaan, etti (X, E,E,p) toteuttaa aksioomat (41), (42), (43)
sekd ehdot (52), (53).

Niiytetiidn ensin, ettd (X, F) on M-arvoinen joukko. Kuvauksen E~ Sym-
metrisyys on selvi ja strictness on seuraus ehdosta (23). Kuvauksen F tran-
sitiivisyys saadaan ehtojen (23) ja (24) sekii ominaisuuden (27) perusteella:

E(($27042)a (3, 3))
(E(xq,12) — E(x9,23)) *

((E(z2,22) A a2) A (E (32, 32) * (E(73, 73) — as3)))
(E(x9, 1) — E(x2,13)) % (E(x2,22) A ag) *

[(E(z2, w2) A az) = (E(22, 22) * (E(x3, 23) — a3))],

(E(x9,22) N ) — (E(x9,29) % (E(x3,23) — ag))] *

E(xg,x9) AN g A (E(x9,29) * (E(z1,21) — aq))]

< (B(w2,22) * (E(zs,3) = a3)) A (E(x2, 22) * (E(z1,21) — a1))
= E(x2,22) * (E(z1,21) — an) A (E(23,2) — a3)),

[
[

((xh al), (z2,a2)) = ((E(x2, 72) A ) — E((xza az), (3, 3)))
E(xg,x9) — E(x1,22)) *
(E(x2,x2) A az) A (E(x2,22) * (E(21, 1) — o)) *
E(x9,x9) — E(x9,13)) *
(E(x2, x2) A az) — (E(22, 32) * (E(z3,23) — a3)))
< (E(zg,x9) — E(x1,22)) * (E(x2,x2) — E(x9,x3)) *
E(x2,x2) x (E(x1, 1) — 1) A (E(x3, 73) — as))
< E((z1,01), (z3,a3)).

(X, E) on siis M-arvoinen joukko. Selvésti (X,IE, p) on lattiisin L kimppu,
joka toteuttaa ominaisuuden (52). Liséksi

E((xl,al), (29, a9)) *
(E(x1,21) ANag) — A1) A ((E(xe, ) A ag) — Ag2)
= FE(r1,72) % (E(r1,71) — 1) A (E(xe,72) — ag)) *
(E(z1,21) Aar) = A1) A ((E(x2,22) A ) — A2))
(@1, 22) * ((E(z1,21) = (a1 A M) A (E(22, 2) — (2 A A2)))
((z1, (1 A A1), (22, (a2 A A2))),

(
(
(
(
(
(/

E
E
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joten (53) on voimassa ja (X, E,E, p) on GL-monoidin M kimppu. O

On olemassa luonteva M*-SET-morfismi nx g : (X, E) — (X, E), joka
méadritelldén 1 x gy(r) = (v, E(z,x)) kaikille 2 € X. Alla on esitetty oleelli-
nen tulos monoidien kimpuille (X, E,E, p).

Teoreema 2.32 Olkoon (X, E) M -arvoinen joukko ja (X, E,E, p) GL-mo-
noidin M kimppu. Nyt kaikille M*-SET-morfismeille ¢ : (X E) (Y, F)
on olemassa sellainen yksikisitteinen PSH(M)-morfismi ¢ : (X, E, E ,p) —
(Y, F,F, o), ettd diagrammi

(X,B) —"— (Y, F)
(X, E)

(X, E)

kommutoi. Erikoisesti, ¢ mdadritelliin siten, etti (5(:1:, a) = o(o(x), ) kaikil-
la (z,a) € X.

M-arvoisen joukon (X, E) sanotaan generoivan vapaasti GL-monoidin M
kimpun (X, E,E, p).

2.4 MacNeillen tiydennys

Ei-taydellisesta lattiisista voidaan tehda taydellinen MacNeillen taydennyk-
sen avulla. Seuraavassa on esitetty kommutatiivisten, residuoitujen l-monoi-
dien MacNeillen tdydennyksen perusperiaate seki tdrkeimpis ominaisuuksia.
Tulokset ovat Hohlen [4] esityksen mukaisia.

Tarkastellaan aluksi osittain jarjestetyn joukon (P, <) MacNeillen tdyden-
nysta.

Kaikille osajoukoille A C P kiytetddn merkintdd U(A) kaikkien joukon A
ylarajojen joukosta ja merkintad L£(A) kaikkien alarajojen joukosta. Tassi
yla- ja alarajat on méaritelty operaation < avulla. Lisdksi maaritelldan joukko

A# = L(U(A)).
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Nyt seuraavat relaatiot ovat voimassa:

A C A7,
UAT) = U(A),
(A#)F = A%,

ACB = A" C B¥,
#
(ﬂA#) = 47
el i€l

Olkoon lisiksi P#* = {A#|A C P} (ts. P* on kaikkien P:n #-suljettujen
osajoukkojen joukko) ja olkoon =<# osittainen jérjestys joukossa P# (siis
=<=C). Lattiisiarvoinen kuvaus j# : (P, <) — (P#, <#) mairitelliifin siten,
etta

7o) ={a}* = {A e P]A < a}.

Lemma 2.33 Olkoon (P,<) osittain jirjestetty joukko. (P#,=%) on tdiy-
dellinen lattiisi ja kuvauksella j% : (P, <) — (P#,=<%) on seuraavat omi-
naisuudet:

(54)  A* = v{j*(a)|a € A} kaikilla A C P.
(55)  {a € P|j#(a) <7 A%} = A7,

Todistus. Lattiisissa (P#, <#) miiritellisin

v ()
Aat = ()

i€l i€l

joten (P# =<#) on tiydellinen lattiisi. (55) on ilmeinen ja koska

u(Ujﬂ@)zumx

acA

niin (54) seuraa. [J

Teoreema 2.34 (MacNeillen tdydennys) Olkoon (P, <) osittain jirjestet-
ty joukko. Nyt on olemassa sellainen osittain jarjestetty joukko (L, <) ja sel-
lainen kuvaus ji, ettd
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(56)  Jr(a) <ju(B) & a<p.
(57) (L, <) on taydellinen lattiisi.
(58) Kaikille alkioille X € L pitee
(@) {aePljla) <A ={aeP|j(a) <AL
(a) A= V{jr(a)|ae P, jrla) <A}
Lisdksi, 1. -3. asteen isomorfismi mddarittelee yksikdsitteisesti systeemin

(Jr, (L, <)).

Todistus. Edellisen lemman perusteella systeemi (jr,, (L, <)) on olemassa.

Jos (jr,, (L1,<)) ja (jr,, (L2, <)) ovat systeemejd, jotka teteuttavat omi-
naisuudet 1-3, niin lattiisin (Lo, <) tdydellisyyden perusteella voidaan méaaritel-
14 kuvaus ¢ : L1 — Ly siten, etta

¢()‘1) = \/{jLz(a) ’ o€ P> le(CV) < )‘1}

Selvdsti ¢ on isotoninen ja diagrammi

P
j:l/ YQ
@

J
Ly

L,

kommutoi. Kun vaihdetaan joukkojen L; ja Ly rooleja, voidaan méaritella
isotoninen kuvaus ¢ : Ly — Ly, jolle

w()‘Q) = v{jL2<a) | o€ Pa jLQ(a) < )‘2}
Olkoon

Ay, = {aeP|j(a) <A} kaikille \; € Ly

1

A)\z = {Oé epP | jLz(Oé) < /\2} kaikille Ay € Lo.

Kuvaksen ¢ mééritelméstd seuraa suoraan, ettd Ay, C Agn,). Olkoon nyt
a € Ay(n,), jolloin jokaiselle joukon Ay, yldrajalle 5 pétee

ja(a) <\ (@) < jL(3)

CMEA)\I
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Ominaisuuden (56) perusteella & on joukon U(A,,) alaraja, eli & € Afl.
Koska Ay, on #-suljettu, niin A,y € A,,. Toisin sanoen,

Asin) = Ax
ja vastaavasti
Aprg) = Anxg)
Sovelletaan ylla saatua tulosta, jolloin saadaan
Axe = Ausn))
Axe = Ays00))-
Nyt ominaisuuden (58) perusteella ndhdadn, ettd oo =1, ja pop = 1y,,

jotan kuvaus ¢ on bijektiivinen. []

Seuraavassa annetaan joitakin MacNeillen tdydennykseen liittyvid tuloksia
jatkoa varten. Todistukset ovat varsin tyolédita ja ne sivuutetaan tdmén tyon
puitteissa. Tarvittaessa todistukset 10ytyvét ldhteestd |[4].

Teoreema 2.35 Olkoon (P, <, x) residuoitu, kommutatiivinen l-monoidi. Sen
MacNeillen taydennys on kommutatiivinen cl-monoidi ja kuvaus [-monoidista

(P, <,*) sen MacNeillin tdiydennykseen sdilyttid algebraalisen rakenteensa,

eli on homomorfismi.

Helposti ndhdéan, ettd MacNeillen tdydennys siilyttda residuoidun, kommu-
tatiivisen l-monoidin integraalisuuden.

Korollaari 2.36 Olkoon (P, <,x) integraalinen, kommutatiivinen Girard-
monoidi. Sen MacNeillen taydennys on integraalinen, kommutatiivinen Gi-
rard quantaali.

Lause 2.37 Heyting algebran MacNeillen tdydennys on Heyting algebra.

Teoreema 2.38 Olkoon (P, <,) integraalinen, osittuva, residuoitu, kommu-
tatiivinen l-monoidi. Jos (P, <,) toteuttaa ehdon

a<p"VneN = a=axf,
nitn sen MacNeillen tdydennys on GL-monoids.

Edellisen teoreeman ehdon tdyttdvin integraalisen, residuoidun, kommuta-
tiivisen l-monoidin MacNeillen tdydennys sdilyttdéd osittuvuutensa.

Korollaari 2.39 Lokaalisti ddrellisen MV-algebran MacNeillen taydennys
on lokaalisti adrellinen MV-algebra.



LUKU 2. PERUSMAARITELMIA 25

2.5 Filtteriteoriaa

Filtteriteoria tarjoaa tyokalun algebrojen perusominaisuuksien tutkimiseen
[9]. Seuraavassa madritellaan lattiisifiltterit ja annetaan niihin liittyvid o-
minaisuuksia. Méadritelmédt ovat Hohlen [4] esityksen mukaiset. Jatkossa lu-
vussa 3.2 filtterit méaarittelevit tapahtumien realisaatiot, joihin tutustutaan
uskottavuusteorian yhteydessa.

Maéritelma 2.40 Olkoon (L, <, x) integraalinen, residuoitu, kommutatiivi-
nen l-monoidi. Ei-tyhjd joukko F C L on filtteri lattiisissa L jos F' toteuttaa
seuraavat ominaisuudet.

(59) a<fB aelF = BeF.
(60) a,ferF = axferF.
(61) 0¢F.

Kaikkien filttereiden F' € L joukossa F(L) kiiytetdéin inkluusion C méérit-
telemad osittaista jarjestysta.

Maaritelmi 2.41 Filtterin sanotaan olevan maksimaalinen, jos F' on osit-
tain jarjestetyn joukon (F(L),C) maksimaalinen alkio. Maksimaalista filt-
terid kutsutaan myos ultrafiltteriksi.

Maaritelma 2.42 Filtteri F' € L on niin sanottu prime filtteri, jos seuraava
ehto on voimassa:

(62) aVpeF = a€ F tai 3 € F.

Jatkossa alkion « n. potenssi suhteessa operaatioon *x merkittdan aina a”,

toisin sanoen o’ =1, o' = o, a® = a" ! x o

Lause 2.43
(a) Jokainen filtteri sisdltyy maksimaaliseen filtteriin.
(b) Maksimaalinen filtteri on prime filtteri.

Todistus. (a) on suora seuraus Zornin Lemmasta. Olkoon nyt F maksimaali-
nen filtteri ja oV 3 sen alkio. Oletetaan, ettd kumpikaan alkioista « ja 3 eivét
ole filtterin F' alkioita. Nyt F':n maksimaalisuuden perusteella on olemassa
sellaiset alkiot 1,72 € F' sekéd luonnolliset luvut ny, ny ,etta

o/“*%:O, Bn2*72:0'
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Koska
(aV B)" ™2 % yy x99 = 0,
saadaan ehdon (61) perusteella, ettd o V [ ei ole filtterin I alkio. Niinpa

oletus on viiird ja ehto (62) on voimassa. F' on siis prime filtteri. [J

Maaritelma 2.44 Integraalisen, residuoidun, kommutatiivisen [-monoidin
sanotaan olevan semi-simple, jos kaikkien maksimaalisten filttereiden leikkaus
vastaa triviaalia filtterid. Toisin sanoen,

ﬂ{U| U on maksimaalinen filtteri} = {1}.

Selvisti Boolen algebra on semi-simple. Todistamatta todettakoon, ettd Hey-
ting algebra on semi-simple jos ja vain jos se on myos Boolen algebra.



Luku 3

Uskottavuusteoria

Kuten alussa jo todettiin, reaalimaailma sisidltid useita epamadériisia ym-
paristoji. Uskottavuusteoriassa olemme kiinnostuneita ympéristoistd, jois-
sa tapahtumia kuvaa epiavarmuus. Téllaisissa ilmidissd pieni muutos alkuti-
lanteeseen voi aiheuttaa valtavan muutoksen tulokseen. Téllaisten ympéaristo-
jen kuvaus perustuu kolmeen perushavaintoon: tapahtumaiin, tapahtumsien rea-
lisaatioon sekd tapahtumien todenndkoisyyteen. Lattiisi L seka lattiisin alkiot
eli tapahtumat muodostavat sruktuurin, jolla pyritdin maarittaméaan taman
epavarmuuden suuruutta. Tapahtumien epidvarmuus liittd4 jokaisen tapahtu-
man reaalilukuun yksikkovalilla. Taméa jasenyysaste kertoo siis epavarmuu-
den suuruudesta ja tiettyyn joukkoon kuulumisen asteesta.

Téasséd luvussa tutustutaan lattiisiarvoisiin kuvauksiin, realisaatioihin ja nii-
hin liittyviin uskottavuus- sekd todennikéisyysmittoihin. Naméa kuvaukset
karakterisoivat osaltaan sumeita ilmioita. Luvussa 2 esitetyt maaritelmét ote-
taan nyt kiyttoon.

3.1 Perusaksioomat

Uskottavuusteoriaan liittyviad ympéristod kuvataan o -taydelliselld, tapahtu-
mien [ lattiisilla L. Ympéaristossd méaritelldén jarjestyksenvaihtaja’: L — L
siten, etta (I') = 1,1, <l <l <.

De Morganin lait ovat voimassa:

) -ae (v

neN neN neN neN

27
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Erikoisesti, \/ ) = 1 on L:n suurin alkio ja A ) = 0 on L:n pienin alkio.

Tyypillisené esimerkkini mainittakoon reaaliselle yksikkovélille [0, 1] maaritel-
ty jarjestyksenvaihtaja ' : L — L, joka méaritellain siten, ettéd

'=1—1, 1e]o1).

Huomautus 3.1 Olkoon L lattiisi ja ’ siind mééritelty komplementtiope-
raatio. T&lloin  on myos jérjestyksenvaihtaja.

Tapahtumien realisaatio on kuvaus w : L — {0, 1}, joka toteuttaa seuraavat
aksioomat:

(63) w(0) =0,
(64) w(1) =1,
(65) w(ll V lg) = Imax (W(ll),w(lg)) .

Realisaatiot tulkitaan uskottavuuskokeiden tuloksina. Edelld esitetyt omi-
naisuudet ovat uskottavuusteorian teoreettisen paittelyn aksioomat. Erikoi-
sesti tapahtuma [ tapahtuu suhteessa annettuun realisaatioon w jos ja vain
jos w(l) = 1.

Kuvaus p :+— [0,1] on uskottavuusmitta (plausibility measure) L:ssi jos ja
vain jos p toteuttaa seuraavat aksioomat:

(66) p(0) =0,  p1)=1

(68) Iz (/\ li) N D N (\/ lm)
i=1 =1 1<ji<—<ji<n  \k=1

(69) L <lpia, sgg p(ly) = (\/ ln> :

Huomautus 3.2 Olkoon L = B o-tdydellinen Boolen algebra. Nyt jokaisel-
la todennéakdéisyysmitalla ¢ on seuraava ominaisuus:

I (/\ lz’) = Z(—l)i_l | Z I <\/ ln) :

Niinpé jokainen todennikdisyysmitta on myds uskottavuusmitta.
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Esimerkki 3.3 Olkoon X ei-tyhji joukko. Lattiisioperaatiot yksikkovilille
[0,1] voidaan laajentaa pisteittiin joukkoon [0, 1]%:

(JAg)a) = min (f(z), gla).
(FVg)a) = max (f(x), g(x)),
fla) = 1- fla).

Nyt [0,1]% on o-tiydellinen lattiisi, jossa on miritelty jirjestyksenvaihta-
ja. Lisdksi jokainen kuvaus h : z — [0,1], jolla sup,cx h(xz) = 1, indusoi
uskottavuusmitan uy, joukkoon [0, 1]% siten, etti

un(f) = sup(f AR)(@),  f € [0,1]".

zeX

Zadehin esittdméin terminologian mukaan kuvaus p; on mahdollisuusmitta
(possibility measure) ja h on sen mahdollisuusjakauma (possibility distribu-
tion)

Uskottavuusmitan ja realisaatioiden vilinen yhteys on luonteeltaan teoreet-
tinen. Tarkastellaan seuraavanlaista tilannetta:

Olkoon L lattiisi. Tarkastellaan tulotopologiaa 7, joukossa {0,1}* (vert.
diskreetti topologia joukossa {0, 1}). Lattiisin L kaikkien realisaatioiden jouk-
ko R(L) on 7,-suljettu joukon {0,1}* suljettu osajoukko. Tychonoffin teo-
reeman’ perusteella (L), jossa on médritelty 7,:n indusoima topologia 7.,
on taysin eristetty, kompakti, topologinen avaruus.

Teoreema 3.4 Kaikille uskottavuusmitoille pv lattiisissa L on olemassa yk-
stkdsitteinen, T,.- sadannollinen, Borelin todenndkoisyysmitta v,, kompaktissa,
kaikkien realisaatioiden joukossa (L) siten, ettd v,:lle on voimassa

(70) vu({w e R(L)|w(l) =1}) =p()  Viel

(711) v,({w e R(L)|w (\/ ln) =1, w(l,) =0VneN}) =0,

neN

missd b, < lpi1,mn € N,

Todistus. Realisaation aksioomat (63)-(65) implikoivat, etti kaikille &érel-
lisille lattiisin L osajoukoille /K pitee

!Tuloavaruus [];.; X; on kompakti jos ja vain jos X; on kompakti Vi € I [13]
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erE%@WMD:m:%wG%QMwO/K)zﬂ.

leK

Toisin sanoen, kaikkien joukon PR(L) sylinteristen osajoukkojen joukkoalge-
bralla i on operaation [ suhteen stabiili generaattoreiden systeemi

¢ = {{w e R(L)w(l) =0}, 1 € L}.

Aksioomien (66)-(68) perusteella voidaan mairitelld rajoitetusti additiivinen
todennikoisyysmitta 7, (n € N) joukossa 4 siten, etté

nu({w € R(L)|w(ly) =0, w(l;) =1Vie {1,2,...,n}})

(S 3 afo(va)))

Koska jokainen sylinterinen joukko on kompakti, voidaan 7, laajentaa o-
additiiviseksi, Bairen todennakoisyysmitaksi ), Maaritelman mukaan 7, tayt-
tdd ominaisuuden (70) ja aksiooman (69) perusteella myds ominaisuuden

(71). Niinpé ), voidaan laajentaa Borelin todennikdisyysmitaksi v, joukossa
R(L). O

Edelld néhtiin, ettd kuvaus v, liittda realisaation w uskottavuusmittaan pu.
Uskottavuusmitan p sanotaan olevan atomiton(atomless) jos kaikille alkiolle
ly € L, joille l; # 0, on olemassa sellainen alkio Iy € L, Iy # 0 ja l; < ls, joka
voidaan liittdd realisaation w € PR (L) kautta uskottavuusmittaan p. Kaikkien
realisaatioiden joukon PR(L) perheen i alkiot ovat uskottavuusmitan p ato-
meja. Jos uskottavuusmittaan p ei ole liitettévissa realisaatiota, sen sanotaan
olevan atominen (atomic).

Korollaari 3.5 Uskottavuusmitta i on valuaatio (ts. kuvaukselle p pdtee
p(ly) + p(le) = p(ly Vis) + p(ly Als)) jos ja vain jos Borelin todenndkdisyys-
mitalle v, pitee

(72) v,({w € R(L)|w(ly Aly) = min(w(ly),w(l2)) Vi1l € L}) =1,

toisin sanoen, kuvauksen v, kantaja (=supp(v,) = {w € R(L)|nu,(w) # 0})
sisaltyy kaikkien lattiisi-homomorfismien w : L — {0, 1} joukkoon.

Todistus. Kuvauksen v, maaritelméastd saadaan

vy({w € R(L)|w(ly) = 1, w(ly) = 1,w(lh ANly) =0})
= p(l) + p(le) = p(lu Vie) = p(lh Al) Ve L
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josta tulos seuraa. [J

Koska realisaatiot ovat pistevieraita (ts. V(l1,le) € L x L, Iy # ly Jw €
R(L) : w(ly) # w(lz)), voidaan tietty tapahtuma [ erottaa joukossa {w €
R(L)|w(l) = 1}. Niinpa teoreeman 3.4 perusteella jokainen uskottavuusmit-
ta on jonkin Borelin todennikdisyysmitan rajoittuma. Analyyttisesti ajatel-
tuna uskottavuusteoria ei siten ole todennékoisyysteorian kelvollinen laajen-
nus. Toisaalta korollaari 3.5 osoittaa, ettd uskottavuuskokeiden realisaatiot
ovat todennékoisyys- (satunnais-) kokeiden realisaatioita epdmadraisempié.

Huomautus 3.6

1. Uskottavuusmitan g duaalinen kisite on funktio b, joka voidaan De
Morganin lakien perusteella méaaritelld siten, ettd b(l) = 1—u(I") VI € L.

2. Olkoon (X, .#) mitallinen avaruus ja olkoon o(.#) kaikkien .# -mital-
listen kuvausten f : X — [0, 1] joukko. T&ll6in o(.#) on o-téydellinen
lattiisi, jossa on médritelty ilmeinen jirjestyksenvaihtaja. Jokainen us-
kottavuusmitta, joka on my6s valuaatio joukossa o(.Z) on sumea to-
denndkdisyysmitta.

3.2 Uskottavuusmittoihin liittyvat realisaatiot

3.2.1 Todennikosisyysteoriaan liittyva tapaus

Olkoon L = B o-tdydellinen Boolen algebra ja olkoon p todennikoéisyys-
mitta B:ssi. Talloin kaikki realisaatiot p vastaavat Borelin todennékoisyys-
mittaa v, m.k. (melkein kaikkialla). Todenndkdisyysmitalle v, on mééaritel-
ty ultrafiltterien tavanomaiset karakteristiset funktiot B:ssi. Erikoisesti Kol-
mogoroffin aksiooma pétee: [ € B tapahtuu jos ja vain jos sen komplementti
I' ei tapahdu. Liséksi, jos p on atomiton, niin realisaatiot ovat v, m.k. ja
méaaraytyvit vapaista ultrafilttereisté.

3.2.2 Mahdollisuusteoriaan liittyvi tapaus

Olkoon X kiinnitetty, ei-tyhji joukko ja B (X) joukon X osajoukkojen joukko
(eli potenssijoukko). Olkoon py, todenndkdisyysmitta joukossa (X ), toisin
sanoen, on olemassa kuvaus h : X — [0,1] siten, ettd sup,cx h(z) = 1 ja
pn(A) = sup,cy h(z). Erikoisesti, u, on joukossa [0, 1]¥ mééritellyn mahdol-
lisuusmitan (ks. esimerkki 3.1) rajoittuma. Liséksi oletetaan, ettd kuvauk-
sen h maalijoukko on numeroituva. Nyt on olemassa Borelmitallinen kuvaus

O : [0,1] — R(P(X)) siten, ettéd
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On(a) = wa,
missé

[ LAN{z e X|h(z) >a} #0
wa(4) —{ 0. AN {z € X|h(z) > a} = 0.

Mittaa pp, vastaava Borelin mahdollisuusmitta v, on Lebesguen mitan kuva
operaation ©j, suhteen. Niinpd kaikkien kuvausten py realisaatiot v,, m.k.
ovat tyyppid w,. Kolmogoroffin aksioomaan verrattuna, implikaatio péitee
vain toiseen suuntaan: jos A’ ei tapahdu, niin A tapahtuu. Toisaalta, jos
A tapahtuu, niin yleiset mahdollisuusmitan realisaatiot eivit kerro komple-
mentin A’ tapahtumisen todennékoisyydesti. Tassd mielessd mahdollisuus-
mittojen realisaatiot ovat todenndkoisyysmittojen realisaatioita epamairii-
sempié.

3.3 Uskottavuusteoriaan perustuva informaatio-
teoria

Olkoon L o-tdydellinen lattiisi, jossa on mééritelty jarjestyksenvaihtaja ’, ja
olkoon w : L — {[0, 1]} realisaatio, kuten on maéritelty luvussa 3.1. Tapah-
tuma | € L on erottuva (discernible) tapahtumasta !’ realisaation w suhteen
w jos ja vain jos w(l) # w(l'). Vastaavasti tapahtuma [ € L on erottumaton
(indiscernible) tapahtumasta I’ jos ja vain jos w(l) = w(l').

Huomautus 3.7 (Ortomodulaarinen tapaus) Olkoon L o-téydellinen,
ortomodulaarinen lattiisi. Lisiksi, olkoon w : L + {0, 1} realisaatio ja | € L
tapahtuma. Jos [ ei tapahdu suhteessa realisaatioon w (ts, w(l) = 0), niin !
ja I’ ovat erottuvia (suhteessa realisaatioon w). Lisiksi, jos w : L — {0,1} on
lattiisi-homomorfismi, niin kaikki alkiot [ € L ovat erottuvia komplementeis-
taan [’ (suhteessa realisaatioon w).

Olkoon p uskottavuusmitta lattiisissa L. Jokaista realisaatiota w : L — {0, 1}
kohti voidaan médritelld erottuvuuden maksimaalinen informaatio e,(f) (w) ja

vastaavasti erottumattomuuden maksimaalinen informaatio s,(f) (w) kahdella
tavalla:

e (w) = sup {—(n(u()) - w(l)- 1 —wl))},

leL



LUKU 3. USKOTTAVUUSTEORIA 33

e (w) = sup {—(n(u V1) —u(l) - (1 —wl) wl)},

s (w) = sup {=(In(u(l) + pul) = p( v T)) - (l) - w1}
50(w) = sup{=(In(l = (V1)) - (L =wl) - (1 =)}

Havaitaan, etti kuvaukset e\ : R(L) — 0, 0] ja s R(L) — [0,00]
(i = 1,2) ovat puolijatkuvia suhteessa annettuun topologiaan 7, joukossa
M(L). Niinpi e,(f) ja s,(f) ovat Borel-mitallisia (i = 1,2). Koska entropiat
ovat informaatio funktioiden saamia arvoja, erottuvuuden ja erottumatto-
muuden entropiat voidaan maéritella Borelin todennakéisyysmitan v, avulla
seuraavasti:

1 2
E;(J,l) :fm(L) 6,(L)d1/#, E,S) :/ ef)dl/u,
R(L)

1 2
St :fm(L)s,S)duu, 52 :/ sPduv,.
R(L)

Entropioita E/(f)

kutsutaan tyyppid 1 ja 2 olevan todennikoéisyysmitan p erot-
tuvuuden entropiaksi. Vastaavasti entropioita S,(f) kutsutaan tyyppid 1 ja 2

olevan todennidkéisyysmitan p erottumattomuuden entropiaksi.

Lause 3.8 (Shannonin entropia) Olkoon X ei-tyhji joukko ja {1 atomi-
nen todenndkoisyysmitta X :n potenssijoukossa . Olkoon I kaikkien p:n ato-
mien joukko. Nyt uskottavuusmitan p erottuvuuden ja erottumattomuuden
entropiat ovat

EY =EP =3 (—n(u({z.}) - p({za})).

T

SO =s% =o.

m

Todistus. Olkoon P(X) joukon X potenssijoukko. Maaritelladn kuvaus
O : X — R(P(X)) siten, ettd

O(r) = wa,
o ={ 51554}
€ X.

Nyt © on triviaalisesti Borel-mitallinen ja pum kuva ©(u) vastaa Borelin
todenndkoisyysmittaa p. Nyt havaitaan, ettd

s (0) = sup {=(n(u(l) + p(l') = p(t V1)) -1-0} =0,
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si(0) = leelg{—(ln(l —u(tvI))-(1-1)-(1-0)} =0,
e, (0) = sup {=(n(u(D)) - 1-1} = = In(u(l)),
e () = sup {=(n(pd@ V1) —pd))- 1 =1-0)} = =In(ul V1) = u(l)).

Toisin sanoen

z) = —In({z}),

Sovelletaan entropian méaaritelméaa diskreettiin tapaukseen, josta tulos seu-
raa. [

Lause 3.9 (Mahdollisuusmitat) Olkoon X ei-tyhji joukko ja h @ X
[0, 1] kuvaus, jolla on numeroituva maalijoukko. Olkoon lisiksi py, kuvauksen
h indusoima mahdollisuusmitta X :n potenssijoukossa B (X). Talldin erot-
tuvuuden ja erottamattomuuden entropiat ovat

1
ED —o, EY —/0 —In (1 —sup {A(h7'([0,a]))}) da,

1
S,Si) =0, S :/0 —In (inf {A(h"'(]0,))}) da.

Todistus. Tarkastellaan mitallista kuvausta Oy : [0,1[— R(B(X)) (O} on
maédritelty kappaleessa 3.2.2). Ekvivalenssin

wa(A) =0 AC{r e X|h(z) <a} < un(A) < a, (A eB(X)),
perusteella
(1) o @h(a) =0 Vae]|0,1],
(2)o®h —In (1—sup{h ([0,a]))}) ,
o@h — In (inf {A(A'(]0, a[))})
(2)

Lisdksi médritelmin perusteella s,
mitallinen kuva, tulos seuraa. [

= 0. Koska v, on Lebesquen mitan

Huomautus 3.10 Todennékéisyysteoriaan liittyvissd ympéristdissa tyypin
1 ja 2 erottuvuuden entropiat ovat samat ja yhtyvit Shannonin entropias-
sa. Mahdollisuusteoreettisissa ymparistoissi kohdataan lisdksi erottamatto-
muuden entropiat, jotka todennakoisyysteoreettisessa ympéristossa haviavat.
Niinpé informaatioteorian kannalta uskottavuusteoria ja todennikoisyysteo-
ria eroavat merkittavasti.



Luku 4

Epaklassinen malliteoria

4.1 Monoidinen logiikka

Lattiisiarvoisia kuvauksia voidaan tulkita yksiargumenttisina (unary) predi-
kaattisymboleina. Tarkastellaan tilannetta formuloimalla monoidinen lause-
logiikka.

Olkoon .Z kertalukua nolla oleva formaalinen kieli. Toisin sanoen kielen
£ aakkoset o7, B,%€ ... koostuvat ddrettomomésti numeroituvasta joukos-
ta V = {vy,vq, 03, ...}, dérellisesti, loogisten symbolien joukosta {—, A, V, —
, ®} seké erottimien joukosta {), (}. Hyvin médritelty formula o, mééritellain
rekursiivisesti:

e alkio v € V on hyvin méiritelty formula,
e jos o on hyvin mééritelty formula, niin -« on hyvin méaéaritelty formula,

e jos a ja [ ovat hyvin madriteltyjd, niin (o V ), (a A (), (a — ) ja
(v ® () ovat hyvin méériteltyja formuloita.

Formaalinen kieli .2 koostuu hyvin méaritellyista formuloista. Monoidisessa
lauselogiikassa (monoidal sentential calculus) seuraavat logiikan aksiooma-
skeemat ovat oletuksena:

(73) (@ = 8) = (=) = (a—=7)) (syllogismi)
(74) (@ = (aVp))

(75) (6 — (v )

(76) ((a—=7) = ((B—=7) = ((aV)—7))

(77) ((anB) = a)

35
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® -1 =
S © ™

((
((
(a®p) = (B@a))

(a@p)®7) = (@ (B®7)))
(y—=a)=((y—=08) = (v— (aAp))))
((

((

((

((

o
—_

N TN TN TN N N N N /Y
co OGO CoO o
O =~ W N

N’ e N e e e e e N

o
D

a®—a) — 3) (Duns Scotus)

Lisiksi erityisend péittelysiaintoni sovelletaan Modus Ponensia (MP)!. Teo-
reema maaritelladn aksioomista johdettavissa olevaksi propositioksi. Todistus
on formuloiden jono, jossa jokainen formula on aksiooma. Formula on todis-
tuva (provable), jos se on todistuksen viimeinen jésen. Jos « on todistuva,
niin sitd merkitdan - a.

Lemma 4.1 Olkoon SC (sentential calculus) monoidinen lauselogiikka. Kai-
kille o, B,y € £ pdtee

(87) F(a— a)

(88) = ((a® (a— B) — B)

(89) F(a— (8- (B@a))

(90) Jos Fa ,niin F(8— (R a))

(91) F(a— (8 —a))

(92) F((B—=7) = (@@ 8) = (a®7))).
Todistus.
F((((c®a) »a)®a) = a) = (@@ a) = a) = (a—a)), (84)
F((((e®a) = a)®a) — ), (68)
F(((a®a)—a)— (a—a)), (MP)
Fla®a) = a), (68)
Fla— a). (MP)

Kaava (87) on siis voimassa.

LJos a ja a — 3 niin 3
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F{((B@a)—=(a®p) = (@@ ) =) = (B0a) =7))), (73)

F((a®f) =) = ((F®a) —=7)) (80), (MP)

() F((a= (G =)= (B —=(a=9), (83), (84)
= (((a = f) = (a—=P) = (@ = ((a = §) = 0)))

= ((a—=f) = (@ = P)). (87)

F(a = ((a =) = 0)), (MP)

= ((a = ((a =)= 0) = (a®(a—=F) =) (83)

F((a®(a—p) = p). (MP)

Kaava (88) on siis voimassa.

F((a®f) = (B®aq), (80)

F(((a®8) = (B®a) = (a— (6= (F®a))), (84)

Fla— (= (B®a)). (MP)

Kaava (89) pitee. Kaava (90) seuraa suoraan kaavasta (89) seké paéttelysiédn-
nosta (MP). Kaavan (91) todistus etenee seuraavasti:

(@@ f) —a), (78)
(@@ f) = a) = (a = (6 — ), (84)
F(a— (8 —a)). (MP)

Todistetaan vield kaava (92):

Syllogismin seké relaation (87) seurauksena relaatio > joka mééritellddn siten,
etta

a> ek (a— ),

on esijirjestys kaikkien hyvin maériteltyjen formuloiden joukossa .Z. Jos ~
on relaatioon > liittyvd ekvivalenssirelaatio (ts. o ~ f &F (o — f) ja
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F (8 — «)), niin voidaan tarkastella kaikkien loogisesti ekvivalenttisten for-
muloiden ekvivalenssiluokan tekijad L = £/ ~. Erikoisesti, > indusoi osit-
taisen jarjestyksen < joukkoon L. Aksioomien (74)-(82) ja (85), sekd relaa-
tion (91) perusteella, on helppo néhdé, ettd (L, <) on lattiisi, jossa on suu-
rin alkio 1 = {a € L|F a}. (73)m, (80):n sekd (92):n perusteella looginen
symboli ® méirittelee joukossa L binédirisen operaation * siten, etté

[a] x [B] = [ @ '], missi o' € [a], G e ).

Aksioomien (78), (80), (81), (83) ja (84) sekd ominaisuuden (90) perusteel-
la (L, <,%) on integraalinen, residuoitu, kommutatiivinen l-monoidi. Erikoi-
sesti, integraalista, residuoitua, kommutatiivista l-monoidia (L, <,*) kutsu-
taan monoidisen lauselogiikan Lindenbaum algebraks.

Jos monoidisen logiikan aksioomiin lisdtdan idempotenttisyys laki, toisin sa-
noen

(93) (@ = (@@ a)),

niin loogiset symbolit ® ja A ovat ekvivalenttisia. Télloin Lindenbaum algeb-
ra on myos Heyting algebra. Laajennettu aksioomasysteemi pelkistyy nyt in-
tuitiivisen logitkan aksioomiksi ja monoidinen lauselogiikka seké intuitiivinen
lauselogiikka vastaavat toisiaan.

Jos monoidisen logiikan aksioomiin lisdtddn kaksoisnegaation laki, toisin sa-
noen

(94) (mma = a),

niin Lindenbaum algebra on Girard-monoidi.

Jos monoidisen logiikan aksioomiin lisdtddn edellisen lisdksi osittuvuuslaki,
toisin sanoen

(95) (@A f) = (a®(a— ),

niin Lindenbaum algebra on osittuva Girard-monoidi ja siten MV-algebra.
Tama on todistettu Lemmassa 2.22. Niin laajennettu aksioomasysteemi pel-
kistyy niin sanotuiksi Zukasiewiczin logitkan Wajsberg aksioomiksi,

o (a— (8- )

o ((a=p) = ((B=7)—(a—=7)) (syllogismi)
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* ((a=P)—=P) = ((F—a)—a)
o ((ma——B)— (8—a)) (kontrapositio)

jotka ovat Lukasiewicz lauselogiikan aksioomat.

Kun aksioomat (93), (94) sekd (95) yhdistetdén monoidisen logiikan ak-
sioomiin, saadaan klassinen lauselogiikka. Téll6in Lindenbaum algebra on
MV-algebra sekd Heyting algebra ja siten Boolen algebra.

Huomautus 4.2 Olkoon .Z kertalukua nolla oleva formaalinen kieli ja olkoon
M = (L, <,*) mielivaltainen, integraalinen, residuoitu, kommutatiivinen I-
monoidi. M-arvon mddrays on kuvaus [ : V — L. M-valuaatio on kuvaus
¢ L +— L, joka toteuttaa ehdot

¢(-a) = ¢(a) =0,
o((avp)) = ¢la)Ve(s),
o((anp)) = ola)ANo(B),
¢((a @ f)) ¢(a) * o(3),
¢((a—pP) = ola) = ¢(B).

(a) Jokaisella M-arvon méaardykselld [ on yksikésitteinen laajennus M-va-
luaatioksi ¢; : £ — L. Jokaisen M-arvon méérdyksen voidaan siten
ajatella madrdavan hyvin madritellyn formulan o totuusarvo.

(b) Jos M = (L,<,*) on Lindenbaum algebra, joka vastaa monoidista
lauselogiikkaa SC, niin kuvaus ¢; : £ — L = %/ ~ on M-valuaatio.

Lause 4.3 (Monoidisen lauselogiikan SC soudness ja tiydellisyys)
Olkoon o hyvin mddritelty formula. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalent-
tisia:

(96) F a.

(97) Kaikille integraalisille, residuoiduille, kommutatiivisille l-monoideille
M sekd kaikille M -arvon mddardyksille pitee ¢ = 1.

Todistus. Sivuutetaan.

Maaritelma 4.4 Binddrinen operaatio T yksikkovdlilla [0, 1] on niin sanot-
tu t-normi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
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(98) T(z,1) ==, T(x,0) =0,

99) T(z,y)=T(y,x), (symmetrisyys)
(100) T'(z,y) <T(z,y), Vao<z y<y, (isotonisuus)
(101) T'(z,T(y,2)) =T(T(x,y),2). (assosiatiivisyys)

Monissa ongelmissa yksikkovéli [0, 1] tulkitaan totuusarvojen joukkona. Joukolle
[0, 1] voidaan konstruoida useita puoliryhméirakenteita 2. Puoliryhmissi mééritel-
tyja t-normeja ovat

Min(e, ) = min(e, ),
Prod(a,3) = «a-p,
Tw(a,8) = max(a+ [ —1,0),
B min(z,y), 1<z+y
To(z,y) = {0, z+y <1

Maéaritelmien perusteella voidaan tehdi seuraavat havainnot:

e Koska min(a, ) = « on « idempotentti operaation min suhteen ja
([0, 1], <,Min) on télléin tdydellinen Heyting algebra.

e ([0,1], <, T,,) toteuttaa médritelméan 2.21 ehdon, joten se on taydellinen
MV-algebra.

e ([0,1], <, Tp) tayttad maaritelmén 2.17 ehdon, joten se on integraalinen,
kommutatiivinen, tdydellinen Girard-monoidi.

e ([0,1], <,Prod) in integraalinen, osittuva, residuoitu, kommutatiivinen
l-monoidi. Se ei kuitenkaan ole Heyting algebra eikd Girard-monoidi
eikd siten myoskdan MV-algebra.

Teoreema 4.5 (Tarskin Lemma) Olkoon M = (L, <,x) o-tdydellinen MV-
algebra ja 1 # oy € L. Olkoon lisiksi {A,|n € N} numeroituva, L:n nu-
meroituvien osajoukkojen A,, perhe. Nyt on olemassa MV-algebramorfismi
h: M ([0,1], <, T,,) jolle pitee

(102)  h(e) # 1,
(103) ﬁiGHff h(B) = h(AA,) kaikilla n € N.

2Puoliryhmé (4, -) on sellainen joukko A, jossa on méiritelty assosiatiivinen bin&éri-
operaatio -. Mikali puoliryhméssé on identiteettialkio, se on monoidi.
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Todistus. Todistus perustuu useaan lemmaan, joita téssid yhteydessi ei esi-
tetd. Taydellinen todistus 10ytyy lihteestd [4].

Epéklassisen predikaattilogiikan soundness ja taydellisyys on Tarskin Lem-
man merkittiva seuraus. Toisin sanoen hyvin mééaritelty formula a on todis-
tuva jos ja vain jos a saavuttaa arvon 1 kaikilla [0, 1]-arvoisilla tulkinnoilla
sekd kaikilla valuaatioilla.

Teoreema 4.6 (Lukasiewiczin logiikan soundness ja tdydellisyys)
Olkoon SC Lukasiewiczin lauselogiikka ja olkoon o hyvin mddritelty formula.
Seuraavat ominaisuuden ovat ekvivalenttisia.

(104)  F a.

(105) Kaikille MV -algebroille M ja kaikille M -arvojen mddrdyksille |
yhtdilo ¢(a) = 1 pitee.

(106) Jos M = ([0,1], <, Ty,), niin kaikille [0, 1]-arvojen mddrdyksille
yhtdilo ¢(a) = 1 pitee.

Todistus. Teoreeman todistus vaatii varsin laajan tarkastelun, joten tdmén
diplomityon puitteissa se sivuutetaan.

Monoidista predikaattilogiikkaa (monoidial predicate calculus) PC varten maa-
ritelldén kertalukua 1 oleva formaalinen kieli .2

Olkoon aakkoston kirjain <7 pistevieraiden, ddrettomésti numeroituvien jouk-
kojen V = {vq, vy, ...} unioni, missi v; on yksilollinen muuttuja. Olkoon F
n-argumenttisten funktionaalisten symbolien £ joukko ja P dérellinen, n-
argumenttisten predikaattisymbolien p™ joukko. Olkoon lisiksi Q = {V,3}
kvanttorisymbolien joukko, L = {—, V, A, ®, —} loogisten symbolien joukko
seki {),,, (} apusymbolien joukko.

Maaritelladn rekursiivisesti termit sekd hyvin maaritellyt formulat:

e Yksilollinen muuttaja v on termi.

e Jos f™ on n-argumenttinen funktionaalinen symboli ja 7y,..., 7, ovat
termejé, niin £ (..., 7,) on termi.
e Jos p(™ on n-argumenttinen predikaattisymboli ja 71, ..., 7, ovat ter-

meji, niin p™(7y,...,7,) on hyvin mééritelty formula.
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e Jos a on hyvin mééritelty formula, niin —a on my6s hyvin mééritelty
formula.

e Jos a ja 8 ovat hyvin méaériteltyja formuloita, niin t&lléin myos (a A
B), (aV ), (a® (), (a — () ovat hyvin méiriteltyja formuloita.

e Jos a on hyvin méidritelty formula ja v on yksil6llinen muuttuja, niin
(Vv)a, (3v)a ovat hyvin méiriteltyji formuloita.

Ensimmaisté kertalukua oleva formaalinen kieli .Z koostuu hyvin maéaritel-
lyistd formuloista. Lisdksi oletuksena ovat monoidisen lauselogiikan loogiset
aksioomat sekd tavalliset kvanttoriaksioomat. Toisin sanoen, kaikille formu-
loille «v seké kaikille termeille 7, joille yksil6llinen muuttuja v on vapaa for-
mulassa «, on oletuksena aksioomat

(Vo) o = a(v/7)),
((v/7) = (Fv) ),

missd merkintd « (v/7) tarkoittaa tulosta, kun jokainen formulassa esiintyva
vapaa v korvataan termilla 7.

Paattelysadntona sovelletaan Modus Ponensia sekéd kahta kvanttorisdantoa:

(V) Jos v ei ole vapaa formulassa «, niin formulasta (o — ) seuraa
(a — (Vv)p).

(3) Jos v ei ole vapaa formulassa «, niin formulasta (o — () seuraa
(Fv)a — 3).

Monoidisen predikaattilogiikan Lindenbaum algebra on téssé siis kaikkien
formuloitten « kanssa loogisesti ekvivalenttien formuloitten # muodostamien
ekvivalenssiluokkinen [a] algebra. Se on lisiksi jélleen integraalinen, resi-
duoitu, kommutatiivinen l-monoidi, joka toteuttaa ominaisuudet

(V)] = N [a(o/)],
(Bu)e] =\ [a-(v/7)],

missd T on kaikkien termien joukko, BV («) on kaikkien formulan « rajoitet-
tujen muuttujien (bound variables) joukko, F'V (1) on kaikkien termin 7 va-
paiden muuttujien (free variables) joukko. Lisiksi &, saadaan, kun kaikki
muuttujat v € BV («) N FV (1) korvataan sellaisilla muuttujilla, jotka eivét
esiinny formulassa « tai termissa 7.
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Miaritelmi 4.7 ((X, M)-arvoiset tulkinnat) Olkoon X mielivaltainen,
ei-tyhja joukko ja M = (L, <, *) integraalinen, kommutatiivinen cl-monoidi.
Olkoon lisiksi §(X) kaikkien n-argumenttisten operaatioiden f : X X -+ X
X — X joukko joukossa X ja B(X) kaikkien n-argumenttisten, L arvoisten
kuvausten p : X X --- X X +— L joukko. Ensimmdisen asteen formaalisen
kielen £ (X, M)-arvoinen tulkinta on stuktuuri (X,01,0,), missd X on
ei-tyhjd joukko ja

@1 F!—)&'(X),
@1 : Pl—)ﬂg(X)’

ovat kuvauksia. Nyt ©1(f) on niin sanottu X -arvoinen tulkinta funktionaali-
sesta symbolista f ja O2(p) on niin sanottu M-arvoinen tulkinta predikaat-
tisymbolista p. (X, ©1) on termien realisaatio.

Esimerkki 4.8 (Kanoninen tulkinta) Olkoon T kaikkien termien 7 jouk-
ko. Nyt jokainen n-argumenttinen funktionaalinen symboli f indusoi n-argu-
menttisen operaation f: T X --- x T — T siten, ettéd

flr, .o oom) =£(m, .., 7).

Selviisti 8 = (T, {f|f € F}) on algebra ja V on joukkoalgebran 4 vapaiden
generaattoreiden systeemi. V on siis hyvin mééariteltyjen formuloiden v; jouk-
ko.

Olkoon liséiksi M = (L, <,*) monoidisen predikaattilogiikan Lindenbaum
algebra, M = (L <, %) Lindenbaum algebran M MacNeillen tiydennys ja
olkoon j : L +— L kanoninen kuvaus. Erikoisesti M on integraalinen, kom-

mutatiivinen cl-monoidi. Maaritelldén (T, M )-arvoinen tulkinta formaalissa
kielessa .2

o Uyi(f) = f;

o (Usy(p))(ma,...ym) =j([p(m1, .., 7)]), missa [p(7,...,7,)] on formu-
lan p(7,...,7,)m kanssa loogisesti ekvivalenttien formuloiden ekvi-
valenssiluokka.

Systeemid (T, ®;,Py) kutsutaan formaalisen kielen & kanoniseksi tulkin-
naksi.

Lause 4.9 Olkoon (X, 0) termien realisaatio ja olkoon kuvaus ! :V +— X
X-valuaatio. Nyt on olemassa yksikdsitteinen kuvauksen | laajennus homo-

morfismiksi hy : T — X. Toisin sanoen, on olemassa kuvaus h;, joka toteuttaa
ehdot:
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(107)  h(v) =1(v) Vv € V.
(108)  h(f(r1,..., 7)) = (©:1(5)(hu(m1), ..., hu(n)), fET.

Todistus. Propositio on suora seuraus edellisestéd esimerkisté, silla V on jouk-
koalgebran i vapaiden generaattoreiden systeemi. []

Huomautus 4.10 (1. asteen kielen algebraalinen semantiikka)
Olkoon .Z ensimmaéisen asteen formaalinen kieli. Olkoon (X, M) arvoinen
£ tulkinta annettu. Nyt voidaan tietty formula o € £ assosioida totuusar-
voon. Jokainen X-arvoinen kuvaus [ : V — L indusoi kuvauksen R; : & +— L,
joka maéaritelladn rekursiivisesti:

o Ri(p(m,...,m)) =plh(m1),..., (1)), missd p= Os(p) ja h on
kuvausta [ vastaava homomorfismi.
e Ry(—a) = (Ri(a)) — 0,

Ri((a A B)) = Ri(a) ARi(B),
Ri((aV ) = Ria) VRI(B),
Ri((a @ B)) = Ru(a) * Ru(B),
Ri((a = B) = Ri(a) — Ru(B).
b ml((vv)a) = /\ %l(v/m) O{ )
= \/ S):{l(v/m
(v/x) (") { lx(j/)’ Z; fz

Maiaritelmé 4.11 (M-arvoiset, epédklassiset mallit) Olkoon £ ensim-
mdisen asteen formaalinen kieli ja olkoon o hyvin mddritelty formula.

(a) Formaalisen kielen £ (X, M)-arvoinen tulkinta (X,©1,02) on for-
mulan o« niin sanottu M-arvoinen malli jos ja vain jos kaikille X-
valuaatioille 1 : V — X patee Ry(a) = 1.

(b) Olkoon M formaalissa kielessi £ madritelty integraalinen, residuoitu,
kommutatiivinen l-monoidi. Hyvin mdaritelty formula o on niin sanot-
tu M-kdypa jos ja vain jos jokainen (X, M)-arvoinen £ :n tulkinta on
formulan o M -arvoinen malli. Jos o on M -kdypd, niin siitd kdytetdadn
merkintdd =y o
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Teoreema 4.12 (Monoidisen PC:n soundness ja tdydellisyys)
Olkoon o« monoidisen predikaattilogitkan hyvin madritelty formula. Seuraavat
ominaisuudet ovat ekvivelenttisia.

(109) + a.

(110) f=nr « pdtee kaikille integraalisille, kommutatiivisille cl-monoideille
M.

Todistus. Koska predikaattilogiikan padttelysddnnot siilyttavit "totuusar-
vonsa", huomautuksen 4.10 konstruktion perusteella ominaisuus (109) imp-
likoi ominaisuuden (110) . Tarkastellaan nyt Monoidisen predikaattilogiikan
Lindenbaum algebran MacNeillen tdydennysté M ja formaalisen kielen .
kanonista tulkintaa (T, ¥;), V5. Nyt voidaan T-valuaationa kiyttad kanon-
ista injektiota Iy : V — T, jolloin havaitaan, etta

Ry () = j([a]).

Koska 1 = {a € L| - a}, niin ominaisuus (109) implikoi ominaisuuden (110)
ja ekvivalenssi on todistettu. [J

Korollaari 4.13 (Intuitiivisen PC:n soundness ja tdydellisyys)
Olkoon « intuitiivisen predikaattilogitkan hyvin madritelty formula. Seuraavat
ominaisuudet ovat ekvivalenttisia.

(111) F a.
(112) =g « pdtee kaikille taydellisille Heytin algebroille H.

Todistus. Koska Heyting algebra siilyttda ominaisuutensa MacNeillen téy-
dennyksessé, tulos on suora seuraus teoreemasta 4.12. [

Korollaari 4.14 (Lineaarisen logiikan soundness ja tdydellisyys)
Olkoon o Girardin integraalisen, kommutatiivisen, lineaarisen predikaattilo-
gitkan PC hyvin mddritelty formula. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalent-
tisia.

(113) F a.

(114) = « pitee kaikille integraalisille Girard monoideille G.

Todistus. Koska Girard monoidi séilyttdd ominaisuutensa MacNeillen téy-
dennyksessé, tulos on suora seuraus teoreemasta 4.12. [

Fukasiewiczin predikaattilogiikka on sound, mutta epétdydellinen (ei todis-
teta). TAmén ongelman kiertdmiseksi lisitéén Lukasiewiczin logiikkaan uusi
paattelysaanto:
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(R) Formulasta (—a — —(a — ... (@ — =) ...)) seuraa a.

Kun FLukasiewiczin predikaattilogiikkaan lisdtddn edellinen paéttelysaanto,
saadaan modifioitu Lukasiewiczin predikaattilogiikka, jota merkitdan LPC™.

Teoreema 4.15 (L PC*-logiikan soundness ja tiydellisyys) Olkoon o
LPC*-logiikan hyvin mddritelty formula. Olkoon lisiksi I = ([0,1], <,T,,)
kanoninen MV-algebra struktuuri yksikkovalilla [0, 1] (ks. teoreema 4.6). Seu-
raavat ominaisuudet ovat ekvivalenttisia.

(115) F a.
(116) = « pitee kaikille taydellisille MV-algebroille M.

(117) |1 a

Todistus. Koska LPC*:n Lindenbaum algebra on semi-simple, MacNeillen
taydennys sdilyttad MV-algebrarakenteen. Liséksi Tarskin Lemma péitee. Nyt
tulos seuraa suoraan. [J

4.2 Monoidiseen logiikkaan perustuva identi-
teetin ja olemassaolon formaalinen teoria

Kasitteina identiteett: seké alkioiden tai partikkelien paikallinen olemassaolo
ovat tarkeitd ominaisuuksia ja matemaattisia tyckaluja, miki tullaan huo-
maamaan erityisesti sumean sdidtoteorian yhteydessa. Téssd luvussa tdy-
dennetidin monoidinen predikaattilogiikkaa niin, ettd predikaattisymbolien
joukkoon P lisdtédan kaksi oleellista predikaattia:

e Yksiargumenttinen, olemassaolon ulottuvuudeksi(extent on existence)
tulkittava predikaattisymboli e.

e Bindérinen, identiteetin kisitettd vastaava predikaattisymboli [, ].

Sumean logiikan jasenyysfunktio vastaa tietyssd mielessd olemassaolon ulot-
tuvuutta ja sen arvo jasenyysastetta. Identiteetin ja olemassaolon formaa-
linen teoria J¢& sisdltdd monoidisen predikaattilogiikan aksioomat ja pait-
telysddnnot. JE perustuu seuraaviin identiteetin ja olemassaolon aksioomiin:

(118) ([r1, 2] — (e(m1) Ae(2))), (strictness)
(119) (e(r) — [7,7]), (refleksiivisyys)
(120) ([r1, 7] — [7m2, 7)), (symmetrisyys)
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n
=1

([os, 6] — £ (1, ... 00y om), £ (1, G om)]),

(121) <e (fm) (T1,. .. ,Tn)> — e (TZ)> ,

(122) (pUﬁ,..., _>/n\e >

=1

((e(0:) — [o3,5]) — P (7,..., 06, ...Ta) — P )(71,...,5“...7',1))) :

Aksiooman (118) sisaltoné on identiteetti implikoi olemassaolon. Aksioomista
saadaan

= ([o,0] = (e(o) Ae(a))), (118)
= ((e(0) Ae(a)) — €(9)), (79)
= ([0, ] — e(a)). (%)

= ((e(0) = [o,5]) — (([o, 7] — e(9))
= ((lo,a] = e(a)) = ((e(o) = [o,a])

Niinpd Modus Ponensin perusteella kaava

= ((e(o) = [o,0]) — (elo) = e(9))),

pétee, joten e toteuttaa aina aksiooman (122).
Aksioomista (119),(118), (73) ja (79) seuraa suoraan relaatio

= (e(o) < [r, 7).

Aksioomat (121) ja (122) osoittavat kaikkien funktionaalisten seké predikaat-
tisymbolien tietynlaisen yhteensopivuuden suhteessa symboleihin e ja [, ].

Esimerkki 4.16 [3] Olkoon M = (L, <,x) integraalinen, residuoitu, kom-
mutatiivinen I-monoidi ja X ei-tyhjé joukko. Olkoon liséksi kuvaus £ : X x X
M-arvoinen yhtasuuruus joukossa X. Identiteetin ja olomassaolon ulottuvuu-
den formaalisen teorian M-arvoinen malli on pari (X, F) siten, ettd joukko
F on tyhja ja P = {e, [, ]}. Liséksi, pari (X, F) on myos M-arvoinen joukko.
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4.3 Aliobjektien luokitteludiagrammit

Lattiisiarvoisia kuvauksia voidaan ajatella tietynlaisten - niin sanottujen
sumeiden joukkojen- jasenyysfunktioina.

Tarkastellaan aluksi kategoriaa SET, jossa {0, 1}-arvoiset kuvaukset kuvaa-
vat osajoukkoja. Olkoon ¢ : {-} — {0, 1} kuvaus, jolle on méaritelty ¢(-) = 1.
Nyt, jokaiselle {0, 1} -arvoiselle kuvaukselle y, jonka maérittelyjoukko on X,
on olemassa yksikésitteinen osajoukko U C X siten, etti

U {-}

i J/t

on pullback neli6, missd kuvaus ¢y on inkluusio joukosta U joukkoon X.
Toisaalta, koska U on joukon X osajoukko, niin on olemassa yksikésitteinen
kuvaus xy : X — {0, 1} siten, etté

U {-}

394 J]t

XW{O, 1}

on pullback nelio.

Olkoon M = (L, <) integraalinen, kommutatiivinen cl-monoidi ja olkoon M-
SET erillisten, M-arvoisten joukkojen kategoria. Monoidisen logiikan merkit-
tava ongelma on tutkia, onko olemassa sellaista kategoriaa C, joka koostuu
objekteista {2 sekd nuolista ¢t : 1 — €, (missi 1 on kategorian C terminaaliob-
jekti,) jolle pétevit seuraavat ominaisuudet:

1. Lattiisiarvoiset kuvaukset voidaan tulkita C-morfismeina, joiden maali-
joukko on €2;

2. Jokaiselle C-morfismille y : X +—  isomorfismista riippuva, yksikéasit-
teinen aliobjekti U +% X siten, etti
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U
iUl t
X

3. Olkoon U /% X joukon X aliobjekti ja olkoon pari (x1, x2) C-morfismeja,
joille diagrammit

[y

)

on pullback nelio;

1

U U
iUl t iUl
X

Q X

X1 X2

~

ovat pullback neli6ité, jolloin x; = x2;

4. Kategoria C on monadinen suhteessa kategoriaan M-SET.
Ainakin GL-monoidien M tapauksessa tillainen kategoria on olemassa [5].

Huomautus 4.17 (Vapaasti generoidut, erilliset monoidikimput)
Olkoon (X, F) M-arvoinen joukko. Sen standardi singletoni on sellainen ku-
vaus s : X +— L, ettd on olemassa alkiot z € X sekd o € L siten, ettd

5(2) 1= 8, (2) = (E(z,2) — a) * E(z, 2).

Olkoon X kaikkien joukon (X, E) standardi singletonien joukko. Joukossa )g'
médritellddn M-arvoinen yhtdsuuruus E ja rajoituskuvaus [: X X L — X
siten, ettd

E(3@a) Swp) = ((\/ 5<x,a>(2)> * ( N sea(z) — S(y,ﬁ>(2)>>

zeX zeX

A ((\/ S<y,5>(2)) * < N swa(z) — S(W(Z))) :

(s [ DE) = (Bla,a) Aa) =) xspalz), 2 €X.
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Voidaan osoittaa, etté

E(S@a); Swp) = E(r,y)* (E(r,7) = a) A(E(y,y) — B)),
S@a) |7 = S(a(any)-

Lemman 2.30 perusteella (X, E, I} on GL-monoidin M kimppu. Lisdksi E on
erillinen ja relaatiosta

E(z,z) Na < E(S@a), S4,6)
voidaan helposti johtaa

Sa)(20) = (E(z,2) Na)* ((E(r,2) AN a) = Sma)(20))

< Swa(20) * ( N sea(z) — S(y,m(Z))

zeX

Niinpi (X, E, |) on erillinen, joukon (X, E) vapaasti generoima, monoidin M
kimppu.

Esimerkki 4.18

(a) Olkoon kuvaus [: L x L — L mééritelty yht&lolla o [ v = o A . Silloin
1= (L, A, ) on erillinen, joukon ({-},~) vapaasti generoima, monoidin
M kimppu. Edelld relaatio - ~ - = 1.

(b) Olkoon Ry, kaikkien parien (c,A\) € L x L joukko siten, ettd A\ < a.
Maaritelladn kuvaukset Ep @ Ry X Ry — L ja pr : Rp X L — Rp
seuraavasti:

Er((a,A), (B, 1)) = (ax (A= @) A (B (n— X)),
pr((aA),y) = (@A), (AA7)).

Q= (Ry, EL, pr) on erillinen monoidikimppu (lemma 6.1 [5]).

(c) (Metristen avaruuksien standardi singletonit) Tarkastellaan yk-
sikkovilid [0, 1] taydellisend MV-algebrana. Toisin sanoen tarkastellaan
monoidia M = ([0, 1], <,T},). Silloin jokainen metriikka § : X x X — R
indusoi M-arvoisen yhtidsuuruuden Fs joukossa X seuraavasti:

Es(x,y) = max(1 — d(x,y),0).
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Viitaten huomautukseen 4.17 jokainen metrinen avaruus (X, J) indusoi
erillisen, joukon (X, Es) vapaasti generoiman monoidikimpun.

Sumean sadétoteorian ongelmissa reaaliakselin R standardi singletonit
médritellddn suhteessa kahteen joukon R metriikkaan:

1, =
5dis(xay) = {O xiZ )
1

Swy) = < le—yl

Diskreetissi metriikassa d4;5 standardi singletoni (kuva 1) médritelladn
seuraavasti:

Kuva 1

S(a,0) (%) tyyppiset funktiot ovat toisinaan kirjallisuudessa esiintyneet
nimelld sumeat pisteet.

Jatkuvassa metriikassa J. standardi singletonit ovat kolmiomaisia funk-
tioita (kuva 2):

: la —a €l <z
(r—a)+a, a—a-e<zr<a .
(a—2)4+a, a<zr<a+ta-e

S(a,a) (IL’) -

al=a = O

Tallaiset kolmiomaiset funktiot ovat tarkeéssi osassa sumeassa saato-
teoriassa.



LUKU 4. EPAKLASSINEN MALLITEORIA 52

N |

Kuva 2
Erillisten, monoidin M kimppujen kategoria SPSH(M ) koostuu

e objekteista, jotka ovat erillisid, monoidin M kimppuja (X, E, p),

e morfismeista, jotka ovat rakenteensa siilyttdvid kuvauksia, toisin sa-
noen ¢ : (Xq, B, p1) — (Xa, Es, p2) on kimppumorfismi jos ja vain jos
kuvaus ¢ : X; — X toteuttaa aksioomat

(123) E\(z,z) = FEy(¢(x), p(x)), r e Xy,
(124)  E(z1,71) < Ea(9(1), 6(Z1)), r1,71 € X,
(125)  ¢(pi(z, @) = p2(d(x), ), z € X

Olkoon (X, E) M-arvoinen joukko ja h : X +— L kuvaus, joka toteuttaa
ehdot

(126)  h(x) < E(z,z), (strictness)
) — E(x,y)) * h(z) < h(y). (extensionality)

—
[\
2
g
=
8

Identiteetin ja olemassaolon formaalisen teorian yhteydessa kuvaus h voidaan
tulkita yksiargumenttisen predikaatin M-arvoisena tulkintana. Koska h on
strict, se indusoi kuvauksen h* : X — Ry, jolle

h'(z) = (E(z,2), h(z), we€X.
Erikoisesti, ehto (127) on ekvivalenttinen ehdolle

E(z,y) < EL(h*(z),h*(y)), =yeX.
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Koska (X, E) generoi vapaasti kimpun (f( , [‘; , ) voidaan kuvaus h* yksikésit-

teisesti laajentaa kimppumorfismiksi h# : ( B, N— Q= (R, EpL,pr). Ku-
vaus h* médritelliin

W (s@a)) = (E(z,2) Aa), (h(z) A a)).

Koska

(\/ s(xm(z)) . ( A Sa(2) h<z>> — h(x) Aa,

zeX zeX

voidaan h(x) A« ajatella standardi singletonin s(, ) jasenyysasteeksi kuvauk-
sessa, h.

1 = (L,A,]) on kategorian SPSH(M) terminaali objekti. Liséksi, koska
({-},~) generoi vapaasti objektin 1, kuvauksella ¢ : {-} — Ry, joka mééritel-
l43n ¢(-) = (1,1), on yksikisitteinen laajennus kimppu-morfismiksi ¢ := ¢* :
1 — Q. Jos a € L tulkitaan kuvauksen "tosi" maarittelyjoukoksi (téssé
"tosi", jolla on tyhja méérittelyjoukko, on "ep&tosi"). Silloin kuvaus ¢ on
niin sanottu nuoli tosi. Erikoisesti, ¢ méaritellain

t(a) = (o, @), a€ L.

Nyt voidaan tarkastella kategorian SPSH(M ) aliobjektin luokitteludiagram-
mia. Olkoon (X, E') M-arvoinen joukko ja h : X — L jiasenyysfunktio (eli lat-
tiisiarvoinen kuvaus), joka toteuttaa ehdot (126) ja (127). Koska SPSH(M)
on taydellinen kategoria, voidaan diagrammin

e

(X,E, ) 9

pullback méarittdd. Valitaan aliobjekti (U, F, p) siten, ettd diagrammi

(U, F, p) 1
|
(X,E, Q

h#

on pullback neli6. Monoidin M alikimppu (U, F, p) méaritelladn siten, etté
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U= {s(x,a) € X|h(z) Ao = E(z,x) /\a},
F:ElUXUa P(%O‘):Uraa uel.

Erikoisesti, ¢ on inkluusiokuvaus joukosta U joukkoon X. Lisiiksi seuraava
ekvivalenssi patee:

Saa) €U & 5ia)(2) <h(2) Vz e X.

Standardi singletonin s, o) mééritelmén sekd kuvauksen h extensionaalisuu-
den (ehto (127)) perusteella edelld esitetty ekvivalenssi perustuu seuraavaan
relaatioon:

S(z,0) = (E(
(

I
=
&
>
£
*

< h(z).

Niinpé joukko U koostuu kaikista kuvaukseen h kuuluvista standardi single-
toneista S(z,q)-

Jos on olemasssa sellainen ehdot (126) ja (127) toteuttava kuvaus k : X — L,
ettd k7 luokittelee alikimpun (U, F, p), toisin sanoen diagrammi

(U,F,p) 1
|
(X,E, 9

on pullback neli6, niin
U= {s(;w) € X|E(z,z) Ao = k(x) A a} :

Télloin kaikille x, z € X péitee

S(an@)(2) < k(2),
S(ak()) (2) < h(2).
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Koska kuvaukset h ja k toteuttavat ehdot (126) ja (127), relaatiot

h(z) = \/ S(zh@) < k(2)

zeX

k(z) = \/ S(ah(@)) < (2)

zeX

pitevit ja kuvaukset h ja k ovat néin ollen yhtenevit.

Luku paitetdin epiklassisen malliteorian oleelliseen havaintoon:

Lause 4.19 Olkoon M = (L,<,%) GL-monoidi. Jokainen lattiisiarvoinen
kuvaus eli ehdot IE6 ja IE6’ toteuttava jasenyysfunktio h voidaan indenti-
fiotda monoidin M alikimpun perusteella, joka koostuu kaikkien kuvaukseen
h kuuluvien standardi singletonien joukosta. Jokainen luokiteltava, monoidin
M wvapaasti generoima alikimppu on sumea joukko.



Luku 5

Poincarén paradoksi ja sumea

saatoteoria

Tassd luvussa esitetddn sumean sidatoteorian metodien matemaattinen se-
mantiikka. Useissa tarkasteluissa sumean saddtoteorian tulokset perustuvat
ldhinnd annetun sddtoongelman intuitiiviseen ymmaérrykseen eikd niink&an
matematiikkaan. Luvussa pohditaan perustuvatko Mamdanin metodin! JOS-
NIIN sddnnot loogiseen deduktioon vai ainoastaan yksinkertaisiin toiminta-
ohjeisiin. Lisdksi tutustutaan Poincarén paradoksiin sekd sumean sadtoteori-
an perusilmidihin sy6tteen ja tulosteen tunnistamattomuuteen seké lokaaliseen
olemassaoloon.

5.1 Tunnistamattomuus ja epatransitiivisyys

Monissa todellisissa kiytdnnon ongelmissa jonkin luvun tarkka arvo ei ole niin
tarked kuin datan (objektien) "koko". Tunnistamisprosessi itsessidin maariaa
usein datan koon. Esimerkiksi kaksi reaalilukua a ja b ovat tunnistettavissa,
mikili niiden erotusten arvo on pienempi kuin jokin tilanteesta riippuva,
annettu reaaliluku e:

ar. b & |la—b <e

Selvisti ~. on refleksiivinen ja symmetrinen, mutta epatransitiivinen relaa-
tio joukossa R. Tamén kaltainen ilmi6 on varsin yleinen klusterianalyysissa.

Refleksiivisten, symmetristen ja epitransitiivisten ilmiéiden merkittavyys ei
ole uusi: Poincaré tutki niitd 1900-luvun alussa. Diskreetteji alkioita voidaan

'Mamdanin metodi on yleisin kiytetty sumean s#ftoteorian metodologia. T#ssd ei
tarkemmin perehdyti kyseiseen metodiin, mutta referenssini voi kiyttid teosta [8].

26
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kiistatta laskea. Seitsemén kadpiota on tasan seitseman kiadpiota, ei 6,89 tai
7,03 kiddpiotd. Sen sijaan jatkuvuus tuo ongelmia. Pisteen sijainnin suoralla
voi maarittdd vain tietylla tarkkuudella. Piste on koordinaatissa noin 7.

A= B, B =C, A#C. (Poincarén paradoksi)

Jatkuvassa systeemissa alkio voi olla tunnistamaton kahdesta muusta alkios-
ta, jotka kuitenkin ovat keskendin tunnistettavia.

Toisin kuin ekvivalenssirelaatioille, refleksiiviselle, symmetrisille, mutta epé-
transitiivisille relaatioille ei ole olemassa tekijaluokkia.

Edellisen havainnon perusteella tunnistamisprosessin selked, matemaattinen
ymmérrys puuttuu. Tarkastellaan esimerkkind relaatiota ~.. Vaikka annetus-
sa kokeellisessa ympdristossé olisikin jonkinlainen intuitio datan koosta, sen
matemaattinen malli ei kuitenkaan ole ilmeinen. Olkoon &; ja &, ekvivalens-
sirelaatioita reaalilukujen joukossa R siten, etti

Xe; S 1_pe SXzE SX@ga

missa
) 1
pela,y) = min (1,~ |z = y])

Silloin €; =Ag on diskreetti, refleksiivinen relaatio ja &€, vastaa epadiskreet-
tid relaatiota, eli €, = R x R. Ekvivalenssirelaatiota &; ei voi johtaa havain-
tojen perusteella. Toisaalta relaatio €, tunnistaa kaikki reaaliluvut ja se on
ristiriidassa intuitiivisen kokokésityksen kanssa.

Niin sanotut hdmdrat kappaleet (hazy lumps) kuvaavat osaltaan jatkuvuut-
ta matemaattisesti johdonmukaisesti. Niitd voidaan ajatella samaistumiselle
(overlap) ja eriytymiselle (apartness) yhteisind todennékoisyysrelaatioina,
joista tietty metriikka rakennetaan.

Huomautus 5.1 (Haméirét kappaleet ja sumeat yhtdsuuruudet)
(vert. 2.24) Olkoon X ei-tyhja joukko, joka koostuu hdméristd kappaleista.
Kuvaus £ : X x X +— [1,0] on niin sanottu sumea yhtdsuuruus joukossa X
jos E toteuttaa aksioomat

(128)  E(z,y) < min(E(z,z), E(y,y))
(129)  E(z,y) = E(y,z)
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Silloin arvo E(x,y) kuvaa alkioiden z ja y samaistumista ja E(x,z) olemas-
saolon ulottuvuutta eli alkion x samaistumista itsensé kanssa. Erikoisesti, x
ja y ovat tunnistamattomuuden ja eriytymisen vilimaastossa jos ja vain jos
relaatio

0 < E(z,y) < min(E(z,z), E(y,y))

patee. Lisdksi, avaruuden metriikka voidaan méaaratd seuraavasti: jokainen
sumea yhtasuuruus £ joukossa X indusoi pseudometriikan pp joukossa X
siten, etta

E(z,z) + E(y,y)
2

(a) Olkoon FE sumea yhtésuuruus joukossa X ja 0 < F(z,z) kaikilla z € X.
Silloin Rg = {(z,y) € X x X|0 < E(z,y)} on refleksiivinen, symmetri-
nen, mutta epétransitiivinen bindérirelaatio. Nyt (X, F) voidaan ajatella
matemaattisena mallina, joka ei ole ristiriidassa Poincarén paradoksin kanssa.

(b) Jokainen pseudometrinen kuvaus p joukossa X ja jokainen kuvaus d :
X +— [0,1], jolle |d(x) — d(y)| < p(z,y), médrittelevit sumean yhtasuuruu-
den E, q) seuraavasti:

E(p7d)<l’,y) = max(d(x) + d(y) - p($7y) - 1’0)7 T,y € X.

Tarkastellaan kanonista MV-algebrarakennetta yksikkovélilla [0, 1], toisin sa-
noen I = ([0,1], <, T,,). Erikoisesti, Lukasiewiczin implikaatio — mé&é&ritel-
l44n yhtélolld © — y = min(1 — 2z +y, 1). Aksioomien (128)-(130) perusteella
sumeat yhtdsuuruudet seki identiteetin ja olemassaolon formaalisen teorian
(J€) I-arvoiset mallit suhteessa Lukasiewiczin logiikkaan ovat sama asia.

Lukasiewiczin logiikka aiheuttaa joitakin ristiriitatilanteita. Esimerkiksi hyvin
maédritelty formula —(a A =) ei ole todistuva FLukasiewiczin lauselogiikas-
sa. Niinpi Lukasiewiczin logiikan aksioomat eli niin sanotut Wajsbergin ak-
sioomat eivit ole ristiriidassa Poincarén paradoksin kanssa. Erikoisesti, hyvin
madritelty formula

ei ole todistuva Fukasiewiczin logiikassa teorian J& puitteissa.
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5.2 Sumean saatoteorian matemaattinen seman-
tiikka

Sumeat yhtdsuuruudet tai toisaalta yleisemmin M-arvoiset yhtasuuruudet
GL-monoidissa M voidaan ajatella sumean sddtoteorian matemaattisen se-
mantiikan perustana. Sdddettdvi ympéristd koostuu systeemistd S, joukon
X syotteistd sekd joukon Y tulosteista. X on usein syGtteen muuttujien mi-
tattujen arvojen joukko ja Y tulosteen muuttujien arvojen joukko. Sumeaa
systeemid karakterisoi tilamuuttujien (kuten partikkelin paikka tai nopeus)
arvojen tunnistamattomuus. Kun systeemille S suunnitellaan sdatajas, pitad
méaarittda spesifit funktiot, jotka liittdvit toisiinsa tietyn syotteen ja tu-
losteen. Sumean sdddon tapauksessd tdmé on varsin monimutkaista. Tun-
nistamattomuuden takia tarkat tilamuuttujien arvojen mittaukset ovat mah-
dottomia. Yritetddn 10ytda télle ongelmalle ratkaisu.

Tarkastellaan systeemin S dataa tietyn sumean klusterianalyysin avulla, jol-
loin saadaan summittainen késitys syotteiden ja tulosteiden arvoista. Erikoi-
sesti télld 1dhestymiselld padstaan annetun syGteavaruuden (toisaalta tuloste-
avaruuden) sumeaan partitioon. Usein lattiisiarvoiset (toisaalta [0,1]-arvoiset)
kuvaukset A, B, ... kuvaavat niita arvoja. Systeemin S dynamiikkaa kuvaa-
vat ddrellinen kokoelma JOS-NIIN sddntoja.

Jos z on A, niin y on Bj.
Jos z on As niin y on Bs.
Jos z on A, niin y on B,.

Yhdistetddn saatu informaatio ja esitetddn systeemin S dynaaminen kiyt-
taytyminen (ristiriidattomasti Mamdanin metodin kanssa) kuvauksella R :
X x X — L, jolle

R(z,y) = \/ Ai(z) A Bi(y) V(z,y) € X x Y.

i=1
Saatofunktion 16ytamiseksi on vield kaksi oleellista ongelmaa:

e Jotta viipale syotettd saataisiin kidyttoon, tarvitaan sumentava (fuzzi-
fication) operaattori joukossa X.

e Jotta sumeasta relaatiosta R saadaan johdettua viipale tulostetta, tarvi-
taan tasmentdivd (defuzzification) operaattori.
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Kirjaallisuudessa yleisesti esitettiavit metodit ovat varsin intuitiivisia ilman
uskottavaa matemaattista semantiikkaa. Epéklassisen malliteorian tulokset
otetaan nyt kidyttoon, kun sumealle sddtoteorialle luodaan tarvittava mate-
maattinen pohja. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd M = (L, <, %) on
GL-monoidi, missi operaatio * distributiivinen suurimman alarajan suhteen:

o (/\ﬁ) = Nlax3).

iel iel
Tama ominaisuus on selvasti voimassa myos taydellisissa Heyting algebroissa
kuten taydellisissd MV-algebroissakin.

Maégritelmi 5.2 (Singletoni) Olkoon (X, E) M-arvoinen joukko. Kuvaus
s: X +— L on singletoni jos se tdyttad seuraavat ehdot:

(131)  s(x) * (E(z,z) — E(z,y)) < s(y), (extensionality)
(132)  (E(s) — s(z)) *s(y) < E(z,y), (singletoni ehto)
missi E(s) =\ cx s(x).

Ehdon (132) perusteella jokainen singletoni s on strict eli s(z) < E(z,z).
Niinpé singletonit voidaan ajatella lokaaleina pisteind ja arvot E(s) single-
tonin s olemassaolon ulottuvuutena. Lisdksi standardi singletonit ovat aina
my0s singletoneja.

Teoreema 5.3 (Sumeat partitiot) Olkoon § = {fi|i € I} L-arvoisten
kuvausten f; : X +— L perhe ja olkoon E(f;) kuvauksen f; korkeus (eli
E(fi) = V,ex fi(z)). Silloin seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalenttisia:

(133)  On olemassa M-arvoinen yhtisuuruus E joukossa X siten, ettd
kaikki kuvaukset f; ovat singletoneja suhteessa M -arvoiseen yhtd-
suuruuteen E. Lisiksi E(x,x) = \/,; fi(x) kaikilla v € X.

(134)  Kaikille pareille (f;, f;) € § patee relaatio

V ((\/ fz<w>) - fz-<x>) « f(x)

zeX lel

< (E(fz) * (/\ (fily) — fy(!/))))

yeX

A (E(fj) * (/\ (fi(y) — fi(y))>> :

yeX
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Todistus. Olkoon E sellainen M-arvoinen yhtédsuuruus joukossa X, ettd ehto
(133) on voimassa. Silloin ominaisuuksien (131) ja (132) perusteella saadaan
seuraavat epayhtalot:

E(z,y) * (E(x,r) — f;(2))
fi(y).

IAINA

Nyt

o (yse) ) = - o)

Koska edellisessd pééttelyssd kuvausten f; ja f; roolit voidaan vaihtaa, omi-
naisuus (134) seuraa.

Perhe § indusoi joukkoon X M-arvoisen yhtdsuuruuden FEj siten, etté

Eo(z,y) = ((Vfl(m)) * (/\ (fi(z) — fi(y))>>
A <<\/ fl<y>> . (/\ (fily) = ﬁ(sc)))) :

Kuvauksen Ej strictness ja symmetrisyys (aksioomat (41) ja (42)) ovat ilmeisié.
Todistetaan seuraavaksi sen transitiivisyys eli aksiooman (43) voimassaolo.

Eo(x,y) * (Eo(y,y) — Eo(y,2))

() (g0
(o) = (o) (- 0)
< (o) (o) (o)
() (o)

IA

IN
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Eo(z,y) * (Eo(y,y) — Eo(y, 2))

VORI

() = () (o)
< (o) () (o)
o) (o)

Oletetaan nyt, ettd ominaisuus (134) on voimassa ja ndytetain ettd f; on
singletoni suhteessa M-arvoiseen yhtasuuruuteen Ey. f; toteuttaa ehdon (131),
silla

fl(iL') * (E0($,l‘) - Eo(:v,y))

()= (L) (o))

< fily).

Ominaisuuden (134) perusteella saadaan

(E(fi) — fi(@)) = fi( ((\/fl ) — fi(x )
= (E(f;) — fi(y)) * fi( ((\/fl ) - f] )

< (B(f) — fily) *E(f) » (/\fz ) = iz )

zeX
< [fily).

Nyt kaikille j € I péatee

(E(fi) = fi(x)) = fily) < (((\/fz ) — filz > —>fj(y)> A (\/fl(@)

IN
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Koska operaatio * on distributiivinen suhteessa pienimpdédn ylidrajaan seka
suurimpaan alarajaan, relaatio

(HEQﬂ) - j}( l <\V/j3 ) (}/\(f7 - j} )

lel Vil

pétee. Koska alkioiden x ja y voidaan vaihtaa, singletoni ehto (132) on todis-
tettu kuvaukselle f;. O

Relaatiosta (134) voidaan esittid seuraava tulkinta: kuvausten f; ja f; samais-
tumisen aste implikoi ndiden kuvausten yhtdsuuruuden asteen. Jokainen L-
arvoisten kuvausten perhe §, jolla on sama méaérittelyjoukko ja joka toteuttaa
relaation (134), on sumea partitio.

Esimerkki 5.4 (Sumeat partitiot joukossa [0, 1]) Olkoon GL-monoidina
taydellinen MV-algebra I = ([0, 1], <,T,,), jolloin kilytossi ovat Lukasiewiczin
logiikan aksioomat.

(a) Olkoon § = {fo, fi} kahden funktion joukko siten, ettd fo : [0,1] —
[07 1]7 fl : [07 1] = [07 1] ja

fo(z) = max(1 — 2z,0),
fi(x) = max(2z — 1,0).

Koska min(fy, fi) = 0, niin selvésti § toteuttaa relaation (134). § on
siis sumea partitio joukossa [0, 1]. Vastaava [-arvoinen yhtésuuruus Ej
maédritellddn (kuva 3)

min(l — 2z,1 —2y), z,y € [0, 1]
EO(‘r7y> - m1n(2x—1,2y—1), T,y € [%71]
0, muulloin.
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I-arvoinen eli sumea yhtdsuuruus méarittelee (pseudo)metriikan pg
huomautuksen 5.1 mukaisesti. Jos Fy = E niin pg, vastaa tavallista,
euklidista metriikkaa joukossa [0,1]. Erikoisesti, Ey voidaan esittda
muodossa

Ey(2,y) = do(z) +do(y) — |z —y| - 1,
missd dy(z) = max(1 — z, z) kaikille z € [0, 1].
(b) Olkoon D kaikkien reaalivélin [0, 1] dynaamisten lukujen joukko. Toisin
sanoen D = | Jo7 Dy, missa D = {i-27"]i = 0,1,2,...,2"}. Jokaiselle
a € D maaritellaan kuvaus f, : [0,1] — [0, 1] (ks. 4.18(c)) siten, ettd
folz) =1—]a—x|
Nyt voidaan tehd& seuraavat havainnot:

o A Uale) = fol@) Afs(2) = fal) =1 —]a— 3],

zeX

o fu@)=lsly) & w=

o max{f,(z)a €D} >1—2-"*+D vz € [0,1],
o min(fy(a), foe) <1227

Siispd § = {f.|o € D} toteuttaa relaation (134), joten § on sumea par-
titio joukossa [0, 1]. Vastaava [-arvoinen yhtdsuuruus Ey mééritelliin
(kuva 4)

Vz € [0,1].

Eo(z,y) =1 - |z —yl.

Jélleen metriikka pg, vastaa tavallista euklidista metriikkaa joukossa
[0, 1].

|~ =
I

N |—=

W=

T e
R

Kuva 4
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Edellisessé esimerkissd (a) kuvaa lokaalia olemassaoloa. Funktio dy maaraa
lokaalin rakenteen ja sen kuvaajasta nidhdiin, etta systeemin voidaan ajatella
liukuvan tilojen 0 ja 1 valilla. Tama tilanne vaatii paikallisen, tunnistamat-
tomuuden ja eriytymisen vilisen tilan, miki esiintyy hdmaérien kappaleiden
ajatuksessa. Vastaavasti edellisessi esimerkissi (b) kuvaa globaalia olemas-
saoloa. Siind kuvataan reaalista yksikkovilid numeroituvilla, sumeilla parti-
tioilla. Intuitiivisesti tdmé partitio voidaan ajatella joukon [0, 1] erdénlaisena
diskretisointina.

Seuraavaksi esitetdin ratkaisu sumeaan sadtdongelmaan.

1. Sumea systeemi S, jonka sytteavaruus on X seké tulosteavaruus on Y,
on annettu.

2. Valitaan systeemin S dynamiikasta riippuen sopivat, joukkojen X ja Y
sumeat partitiot. Tosin sanoen valitaan kuvausten f; : X — L ja g; :
Y +— L luokka siten, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

(135) E(f;) = E(g;) eli kuvausten f; ja g; korkeudet ovat samat
kaikille i € I,

(136) {fili € I} ja {gi|i € I} toteuttavat relaation (134).

3. Valitaan M-arvoiset yhtdsuuruudet E joukossa X ja F' joukossa Y siten,
ettd seuraavat ehdot ovat voimassa kaikille x, z1, z2, y, y1, y2 ja kaikille
l,iel:

(E(fi) = fi(x1)) * fi(z2) < E(x1,72)
(\/ fz(ivl)) * (filwr) — fi(w2)),

(E(gi) = gi(y1)) * gi(y2) < F(y1,92)

IN

< (\/gz(%)) *(9i(y1) — 9i(12)),
E(JZ,ZE) = \/fl(x)’
lel
Flyy) = \aW).
lel

M-arvoisten yhtasuuruuksien £ ja F' olemassaolo on seurausta ehdosta
(136) seké teoreemasta 5.3.
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4. Maaritelladn kuvaus ¢ : X — Y siten, etta seuraavat ehdot ovat voimassa:
(137)  E(z,z) = F(o(x),0(x)),  E(x1,22) < F(d(21), ¢(22)),
(138)  \/ fi(a) * (B(x,2) — F(6(x),y)) = g:(y)

zeX
Vyey, Viel.

Askel 3. ratkaisee sumentamisongelman. M-arvoisten yhtdsuuruuksien ole-
massaolon perusteella voidaan jokainen arvo zg € X ja yg € Y maarita
singletonin (médritelméi 5.2) avulla:

Zo(x) = E(x,x), z€X,

Jo(y) = F(y,y), yeY.
Askel 4. ratkaisee tdsmentdmisongelman. Erikoisesti, kuvaus, joka tayttaid
ehdot (137) ja (138), on sumeiden partitioiden {fili € I} ja {g;|¢ € I} niin
sanottu sdatokuvaus. Ehto (137) merkitsee, ettia ¢ on M-SET- morfismi. Ehto
(138) takaa, ettd singletoni f; kuvataan sigletoniksi g;.
Lause 5.5 (Sdidtokuvauksen ominaisuuksia) Olkoon I ei-tyhji indeksi-
joukko, § = {fi|i € I} sumea partitio joukossa X ja & = {g;|i € I} sumea
partitio joukossa Y. Olkoon lisdksi ¢ : X — Y partitioiden § ja & sddtoku-
vaus Jja

R(x,y) = V(fz( ) A gi(y))-
Silloin seuraavat relaatiot ovat voimassa:
(139)  F(é(z),y) < R(z,y),
(140)  \/(E(f) = filx)) * gi(y) < F($(2).y).

iel
Todistus. Koska ehto (137) takaa, ettd ¢ on strict ja koska (138) on voimassa,
seuraavat relaatiot patevit askeleen 3 perusteella:

< (\/ fz(w)> (/\gz — gi y)) ,

filw) = fi(x) « (E(z,x) — F(o(x), ¢(2))) < gi(d(x)).

(l\e/lfz(-%")) (/e\[f - g:(y )

< V(@) Aaly) = R(z, ),

lel

3
SN
=
S
A
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joten relaatio (139) on voimassa.

Ehtoja (137) ja (138) soveltamalla saadaan jélleen askeleen 3 perusteella
seuraavat relaatiot:

(E(fi) = fi(z0)) * gi(y)
=V (E(f) = filwo)) * filw) * (E(z,2) — F(¢(x),y)))
<\ (B(zo, ) * (E(x,2) — F(6(x),1)))
<\ (F(d(xo), ¢(x)) * (F(p(x), d(x)) — F(d(x),y)))

< F(¢(xo,y))-

Niinpi relaatio (140) on voimassa. [

Korollaari 5.6 (Sddtofunktioiden sumeat kuvaajat) Olkoon lauseen 5.5
notaatiot voimassa. Olkoon lisiksi M = (L,<,x) GL-monoidi, jossa on
mddritelty nelidjuuri.

Jokainen sddtifunktio ¢ toteuttaa epdyhtdilon
(141)  R(z,y) < (F(6(x),y))"/*  V(z,y) € X x Y.

Jos GL-monoidin M mddrittelee tdydellinen Heyting algebra (eli x = N),
nitn jokainen sdadtdfunktio ¢ toteuttaa ehdon

(142)  R(z,y) = F(o(x),y)  VY(z,y) e X xY.
Erikoisesti, annettu sumea relaatio R on funktion ¢ sumea kuvaaja.

Todistus. Koska GL-monoidissa M on mééritelty neligjuurilauseen relaation
(139) perusteella saadaan seuraavat epayhtalot:

R(z,y) < \/(fi(x>>1/2*(gi(y>>l/2

< VEW) = @) = (5

o€l

< (F(o(x).y)">.

Niinpé (141) on voimassa.
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Koska * on idempotentti (siis * = A ), (142) seuraa vélittomasti epayhtalosta
(141) seké relaatiosta (139). O

Relaatio (142) osoittaa, ettd intuitiivisen logiikan tapauksessa sumean saitéon-
gelman aksiomatisointi johtaa siihen, ettd sumea relaatio R, joka kuvaa an-
netun systeemin S dynaamista kiyttdytymistd, on itse asiassa vastaavien
sdatofunktioiden kuvaaja. Liséksi, jos M-arvoinen yhtdsuuruus F' maalijoukos-
sa Y on erillinen, niin R méaarittelee yksikésitteisesti sdatofunktion ¢.

Fukasiewiczin logiikan tapauksessa (eli kun kyseessé on kanoninen MV-algebra
([0,1], <, T5,)) reaalivéalilld [0, 1] sumean sddtdéongelman aksiomatisointi ei
johda yhté siistiin tulokseen kuin intuitiivisessa tapauksessa. Lukasiewiczin
logiikassa aritmeettisen konjunktion 7}, epdidempotenttisyyden takia paady-
taan estimaattiin muotoa

0< R(ey) ~ F(o(r).y) < - DAY,

joka on tyydyttava, kun F'(¢(z),y) on riittdvéin lahelld arvoa 1.

Monoidin M = ([0, 1], <, T,,) tapauksessa yhtdsuuruuden sdilymisen morfis-
mi ominaisuus (45) tarkoittaa, ettd pieni muutos syGteavaruudessa aiheuttaa
pienen muutoksen tulosteavaruuteen. Niinpa (45) on my6s stabiilisuusehto,
joka on tarpeellinen sdatofunktioiden soveltamisessa.

Mikéli M-arvoinen yhtdsuuruus téyttéd ehdon (128) sijaan vahvemman ehdon
(128%)  E(zr,z) =1 Vr e X,
niin se on niin sanottu globaali M-arvoinen yhtdsuuruus.

Oleellista tdméan luvun esityksessid on ollut formuloida M-arvoiset pisteet,
singletonit, globaalit ja lokaalit sumeat pisteet sekd nédiden lokaali olemassao-
lo. Niiden avulla sumean sditoteorian ongelma voidaan ilmaista eksaktisti
matemaattisesti, eikii pelkdstddn intuitiivisesti.



Luku 6

Y hteenveto

Sumean logiikan juuret ulottuvat 1960-luvulle L. A. Zadehin tyohén. Ulrich
Hohle on omalla tyollddn antanut osansa sumeuden matemaattisen teorian
perusteille. Hohle esittdd teoreetikkona sumealle logiikalle eksakstin mate-
maattisen pohjan. Téssd diplomityossd on tutustuttu sumean logiikan ma-
temaattiseen semantiikkaan erityisesti Hohlen tulkinnan mukaisesti. Ensisi-
jaisena ldhteend diplomitytssd on Hohlen artikkeli On the Fundamentals of
Fuzzy set theory.

Sumean logiikan perusrakenteisiin ja niiden tarkeimpiin ominaisuuksiin pe-
rehdyttiin luvussa 2. Lattiiseille eli osittain jéirjestetyille joukoille bindariset
relaatiot ja niiden ominaisuudet ovat merkittivissid asemassa. Relaatioiden
refleksiivisyyden, transitiivisyyden tai symmetrisyyden téarkeys ilmenee eri-
tyisesti sumeassa sddtoteoriassa. Residuoidut lattiisit eli kommutatiiviset,
residuoidut l-monoidit, MV-algebrat sekd niiden perusominaisuudet ovat o-
leellisia sturktuureja, joiden avulla sumean logiikan matematiikka voidaan
esittad eksaktisti. Luvussa 2 tehtiin lisdksi katsaus monoidikimppuihin sumei-
den seké joukkojen kategorioihin.

Luvussa 3 klassinen todennakoisyysteoria laajennettiin uskottavuusteoriaksi.
Uskottavuusteoriassa pyritddn mittaaman ympéariston epavarmuutta. Tutkit-
tava ympaéristo koostuu tapahtumista sekd tapahtumien realisaatioista ja
todenndkoisyykstd. Perusrakenteena uskottavuusteoriassa on lattiisi, jonka
alkioita tapahtumat ovat. Epédvarmuus liittdd jokaisen tapahtuman reaa-
lilukuun yksikkovalilla [0, 1]. Uskottavuusteoriassa De Morganin lait ovat
voimassa ja realisaatiot, uskottavuusmitat ja todennikoisyysmitat kuvaavat
tapahtuman todennakoisyytta kompleksisemmin kuin mihin todennékéisyys-
teoria totuusarvojoukolla {0, 1} kykenee.
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Siind missd uskottavuusteoria on todennikdisyysteorian yleistys, monoidinen
logiikka on perinteisen logiikan yleistys. Luvussa 4 perehdyttiin monoidisen
lauseloogikan aksioomiin ja kuinka kommutatiiviset, residuoidut l-monoidit
kiyttaytyvat ndiden aksioomien puitteissa. Monoidisen lauselogiikan lisdk-
si médriteltiin formaalinen kieli ja edelleen monoidinen predikaattilogiik-
ka. Yhteisesti néistd koostuu epiklassinen malliteoria, jonka kautta paastiin
késiksi loogisten jirjestelmien soundness- ja taydellisyyslauseisiin. Monoidi-
sen lauselogiikan perustana madariteltiin myos identiteetti sekd partikkelien
paikallinen olemassaolo.

Hohle on ndhnyt ongelmallisena useissa kirjallisuuslédhteissd sumean sdato-
teorian johdonmukaisen matemaattisen semantiikan puuttumisen. Usein sii-
toongelmien ratkaisu perustuu ldhinné intuitioon eikd matematiikkaan. Vii-
dennessa luvussa rakennettiin sumen sadatoteorian matemaattinen pohja lah-
tien Poincarén paradoksista.

Liitteessd esitetty tiivis katsaus kategoriateoriaan takaa peruskisitteiston
ja -ymmaérryksen sumean logiikan ja sumeiden relaatioiden tarkastelun ka-
tegorioiden avulla, jotka olivat oleellisessa osassa diplomityssd sumeuden
matemaattisen semantiikan rakentamisessa.

Kokonaisuutena tdmén diplomityon merkitys on sumean logiikan matemaat-
tisessa tulkinnassa. Tarkoituksena oli rakentaa puhtaasti matemaattinen esi-
tys uskottavuusteoriasta, epiklassisesta malliteoriasta sekd sumeasta saato-
teoriasta. Intuitiivisesti sumeat joukot kuten kauneus, omenan véri tai ilman
kylmyys sekd sumeat sddtoongelmat voivat olla helpostikkin kisiteltavissa.
Kuitenkin niiden johdonmukainen ja yksityiskohtainen kuvaaminen mate-
maattisesti on haaste. Sddtoteorian alainen sumea systeemi on todellinen
reaalimaailman ymparisto, johon matematiikka voi tarjota kiyttokelpoisen
tyokalun. Tama diplomityo yrittda vastata tdhdn haasteeseen sen kontribuu-
tion avulla, jonka Ulrich Hohle on tarjonnut sumean logiikan matematiikalle.
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Liite A
Kategoriateoriaa

Kategoriateoria on sumean logiikan olennainen tyokalu, joka kuitenkin muo-
dostaa téysin itsendisen kokonaisuuden aksioomineen ja ominaisuuksineen.
Kategoriat tarjoavat kitevin kisitteellisen kielen matematiikkaan. Kategori-
aa itseddn voi ajatella tietynlaisena yleistettynd monoidina. Yksinkertaistet-
tuna kategoriat voidaan ajatella nuolien (funktioiden, kuvausten) ja objek-
tien (joukkojen tai muiden rakenteellisten systeemien) muodostamaksi sys-
teemiksi. Téassd kategoriateoriaan tutustutaan yleisluontoisesti, eikd keski-
tyta niinkdin sen kiyttoon sumean logiikan yhteydessd. Sumeiden joukkojen
kategorioihin perehdytéin esimerkiksi teoksissa [2| ja [10]. Esitettyjd véit-
teitd ei todisteta téssi yhteydessd, mutta tarvittaessa todistukset l0ytyvit
lahdekirjallisuudesta [1], [6] sekd [7].

Kategoriateoria ldhtee liikkeelle havainnosta, ettd useiden matemaattisten
systeemien ominaisuudet voidaan yhtendisesti esittdd nuolien avulla dia-
grammeina, jossa jokainen nuoli kuvaa funktiota. Tarkastellaan aluksi funk-
tioita f : A — B ja g : B +— C. Silloin on olemassa yhdistetty funktio
go f: A C. Diagrammi

on kommutatiivinen jos ja vain jos h = go f.
Jokaisella joukolla A on olemassa sellainen identiteettifunktio 14 : A — A,
ettd 14(a) = a. Identiteettifunktiot ovat operaation o suhteen yksikkoalkioi-

ta. Toisin sanoen foly = f =1pgo f kaikille f : A — B.
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Maidritelma A.1 Kategoria koostuu objekteista A, B, C, ... ja nuolista f, g, h, ...

jotka tdyttivdt seuraavat ehdot:

o Jokaiselle nuolelle f on olemassa objektit dom(f), cod(f) (domain ja
codomain), jota merkitidn f : A — B, missa A =dom(f) ja B =cod(f).

e Nuolille f : A— B ja g: B+— C on olemassa nuoli go f : A C.
o Jokaiselle objektille A on olemassa identiteettinuoli 14 : A — A.

e Kaikille nuolille f : A~ B, g: B C, h: C — D pitee
ho(gof)=(hog)of. (assosiatiivisuus)
e Jokaiselle f : A — B pitee
fola=f=1pgolf.

Kategoria on miki tahansa systeemi, joka tayttaéd edellisen méaaritelmén. Esi-
merkiksi kategoria SET koostuu joukoista ja funktioista. Kategoria POS
koostuu puolestaan lattiiseista ja niiden vilisistd monotonisista funktioista.
Kategorian sanotaan olevan pieni, mikéli sen nuolet ja objektit ovat joukko-
ja. Muutoin kategoria on suuri. Jos A ja B ovat kategorian C objekteja, niin
kaikkien kuvausten f; : A — B joukkoa merkitdin Hom(A, B).

Kahden kategorian C ja D tulo C x D on uusi kategoria, jonka objektit
ovat muotoa (C, D), missi C' € C ja D € D. Kategorian nuolet ovat vas-
taavasti muotoa (f,g) : (C, D) — (C',D’) siten, ettd f : C — C" € C ja
g: D — D’ € D. Lisiksi yhdistetty nuoli ja yksikké mééritellian komponen-
teittain:

(f'.g)o(fig) = (flof.dog),
Lepy = (le,1p).
Maaritelma A.2 Kategorian C alikategoria D on sellainen kategoria, ettd

o kaikkia kategorian D objektit ja nuolet ovat kategorian C' objekteja ja
nuolia,

o kaikille kategorian D objekteille A ja B pitee

Homp(A, B) € Hom (A, B),
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o kategorian D objektin A identiteettinuoli 14 on myds identiteettinuoli
kategoriassa C,

e jos f: A— B jag:Bw— C ovat nuolia kategoriassa D, niin go f on
nuoli kategoriassa C ja D.

Maaritelma A.3 Funktori on kategorian C ja D vilinen kuvaus F : C —
D, joka kuvaa objektit objekteiksi ja nuolet nuoliksi siten, ettd

(a) F(f:A— B)=F(f): F(A)— F(B),

(b)  Flgof)=Fl(g)oF(f),

(C) F(lA)le(A).
Funktori on siis kategorioiden vilinen homomorfismi. Kategorian MON ob-
jektit ovat monoideja ja nuolet monoidirakenteen sailyttavia kuvauksia. Ho-
momorfismi monoidista M monoidiin N on funktio h : M — N, jolle
h(m -prn) = h(m) -5 h(n), h(upy) = uy pétee kaikilla m,n € M. Monoidi
homomorfismi monoidista M monoidiin /N on sama kuin funktori kategorias-

ta M kategoriaan N. Tassd mielessd kategoriat voidaan ajatella yleistettyiné
monoideina ja funktorit yleistettyind homomorfismeina.

Maaritelmi A.4 Kategorian C nuoli f : A — B on isomorfismi, jos kate-
goriassa C on olemassa sellainen nuoli g - B +— A, etti

gof=1a,  fog=1s.
Talloin A ja B ovat isomorfisia, mitd merkitdiin A = B.

Monoidia, jonka alkio on isomorfismi vastaavassa kategoriassa, kutsutaan in-
vertoituvaksi. Koska inverssi on yksikiisitteinen, merkitiin g = f~!. Monoidi,
jossa on méadritelty inverssi, on ryhmd.

Kategoriassa SET funktio f : A — B on injektiivinen, jos f(a) = fu im-
plikoi @ = o kaikilla a,a’ € A. Vastaavasti f on surjektiivinen, jos kaikille
b € B on olemassa a € A siten, ettd f(a) = 0.

Maaritelma A.5 Kategorian C nuoli f : A — B on monomorfismi (eli
mono tai monic), jos kaikille g,h : C +— A relaatio fg = fh implikoi g = h.

f

C A B

Vastaavasti f : A — B on epimorfismi (eli epi tai epic), jos kaikille i,j :
B — C relaatio of = jf implikoi i = 7.

f B ¢

A

D
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Monomorfismia voidaan merkitd f : A — B ja epimorfismia f : A - B.
Funktio f : A — B on monic jos ja vain jos se on injektiivinen. Lisdksi
jokainen isomorfismi on sekd mono- ettd epimorfismi.

Maiaritelmd A.6 Kategorian C objekti 0 on alkuobjekti (initial object),
jos kaikille kategorian C objekteille A on olemassa yksikasitteinen nuoli 0 +—
A. Kategorian C objekti 1 on terminaaliobjekti, jos kaikille kategorian C
objekteille A on olemassa yksikdsitteinen nuoli A — 1.

Jos f : A — B on kategorian nuoli ja jotakin nuolta g : C' — B kohti on
olemassa nuoli h : A — C, jolle patee f = g o h, niin nuolen g sanotaan
olevan nuolen f faktori.

Olkoon fy : Cy — C ja f; : C7 — C monomorfismeja kategoriassa. Jos
nuolet ovat toistensa faktoreita, sitd merkitdan fy ~ fi. Silloin fo = fi o ¢

ja fi=foog

c,—L ¢

¥
g1 fi
go
{
G

Olkoon fy ~ fi. Faktorit fy ja fi ovat yksikésitteisié ja inverssi isomorfismeja.
Lisdksi ~ on ekvivalenssirelaatio.

Maéaédritelmi A.7 Kategorian C objektin A aliobjekti on monomorfismien
ekvivalenssiluokka relaation ~ suhteen.

Aliobjektin késite yleistdd osajoukon késitteen.

Maaritelma A.8 Olkoon F,U : C'— D funktoreita. Luonnollinen muunnos
n: F — U on funktio, joka liittdd jokaisen kategorian C objektin A kategori-
an D nuoleen nqa = nA : FA — UA siten, ettd jokainen kategorian C nuoli
[ A— A" muodostaa kommutatiivisen diagrammin.
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A FA—" U4
f Ff Uf
A FA'WUA’

Luonnollinen muunnos on funktoreiden morfismi. Annetuille kategorioille C
ja D voidaan funktorit C — D ajatella uuden kategorian objekteina. Naiden
objektien vilisid nuolia kutsutaan luonnollisiksi muunnoksiksi.

Maaritelma A.9 Olkoon C ja D kategorioita. Olkoon F : C — D ja U :
D — C funktoreita. Jos on olemassa luonnollinen muunnos n: 1c+— U o F
siten, ettd kaikille C € C,D € D ja f : C — U(D) on olemassa sellainen
yksikdsitteinen nuoli g - FC — D, etti f = U(g)onec. Silloin F' on funktorin
U vasen liitos (adjoint) ja U on funktorin F oikea liitos, mitd merkitiin
FAU.

Edellisesesd maaritelméssa luonnollinen muunnos 7 on liitoksen niin sanottu
yksikko. Sen edelléd esitetty ominaisuus on niin sanottu universaali kuvaus-
ominaisuus (universal mapping property eli UMP).

Miaaritelma A.10 Monadi (eli triple) T = (T, n, 1) kategoriassa C koostuu
sellaisesta funktorista T : C'+— C sekd sellaisista luonnollisista muunnoksista
n:le—T jap:T?*— T, etti diagrammit

T T T
T— 2" T e
N 1z y wT Iz
T T°——T

kommutoivat. nT : 1c o T +— T o T maddaritellaan yhtalolla (nT)C = n(TC) ja
Tn:Tole— ToT yhtalolla (Tn)C =T (nC), missi C € C.
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Edelld merkintd 72 = T o T ja T° = T? o T. Jokainen monadi voidaan
maéaritelld tietyn liitoksen avulla.

Olkoon T = (T, n, 1) monadi. Kategoriassa CT objekteina ovat ns. T-algebrat,
jotka ovat muotoa o : T'A — A olevia pareja (A, a) kategoriassa C siten, etté
ly=aonsjaaopuy =aoTla.

A—" A T2A—%>TA
1 [0 MA (673
A TA——— A

T-algebrojen morfismi h : (A,«) — (B,[) on sellainen nuoli A : A — B
kategoriassa C, ettd ho o = o T(h).

Th

TA TB
a 3
A——B

Olkoon annettuna liitos £ 4 U. Kategorialle CT, missd T' = U o F, voidaan
midritelld sellainen funktori ® : D — C7T, etti

Ulod = U,
doF = FT.

Funktori ® on yksikésitteinen. Mikili funktorilla U : D — C on vasen liitos
F U siten, ettd ® on kategorioiden ekvivalenssi

o

D

ct

IR

missd, T' = UF', niin funktorin U sanotaan olevan monadinen.
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Miiritelma A.11 (Pullback) Kategoriassa C nuolien f ja g,
joille cod(f) =cod(g)
B

A

7 C

pullback koostuu nuolista py ja ps, joille dom(py) = dom(pz)

p2

P

B

P

A

siten, ettd fp1 = gps. Lisiksi kaikille nuolille z1 : Z — A ja zo : Z — B,
joille fzy = gzo on olemssa yksikdsitteinen nuoli v : Z +— P siten, ettd

21 = P1u ja zz = pau.
VA
z2
u
#1 P D2
P1

B

g

A C
Kommutatiivinen diagrammi
P—p—B
P1 g
A 7 C

on siten nin sanottu pullback nelid.



